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El propésito de la tarea es explicitar la estructura de algebra graduada de H*(CP,,)
para todo entero n > 1 y dar una aplicaciéon del resultado.

Se recuerda que, como R-espacio vectorila, H*(CP,,) es de dimensiéon n + 1. Mas
precisamente,

) i4= <7<
HJ((CP,L)E{ R sij=2k0<j<n,

0 sino.

En particular el polinomio de Poincaré de H*(CP,,) es P,(CP,) = 14+ +t* + ... + "
Se recuerda también que CP,, es una variedad diferenciable compacta conexa y orientable
de dimension 2n. A continuacién se fija una orientacion de CP,,.

1. Seak € {2;...;n} y x € H*(CP)\{0}. Utilizando el corchete de dualidad de Poincaré
. H?*(CPy) x H*7?*(CPy) —» R
1) (lal, [) — Jop, @A
mostrar que si 7! # 0, entonces ¥ # 0.
Indicacién: Mostrar primero que (z|zF~1) # 0.

2. Se denota iy : CP, < CP,, la inclusiéon canénica de CPy en CP,, (inducida por las
inclusiones habituales {1} = CPo C CP; C ... C CP,_1 C CPy,).

a. Recordar por qué, para todo entero j < 2k, i) induce un isomorfismo de R-espacios
vectoriales _ _
iz'H](CP") : H] ((CPTL) — HJ ((CPk)

b. Sea x € H*(CP,) \ {0}. Mostrar que, parar todo entero k € {1;...;n}, 2" # 0.
Indicacion: Sin > 2, utilizar la pregunta 1 para ko € {2;...;n} tal que zF =0y
ko—1
T #0.
3. Deducir de lo anterior que existe un isomorfismo de R-algebras
H*(CP,) ~R[T]/ < T""" >
via el cual la clase de T es enviada a un elemento de grado 2 en H*(CP,,).

Indicacidn: Fijando un elemento cualquiera z € H*(CP,,)\ {0}, mostrar que existe un
anico homomorfismo de R-algebras ¢, : R[T] — H*(CP,) tal que ¢5(T') = x. Mostrar
que tal @, es sobreyectivo y que ker ¢, es el ideal generado por 7" en el algebra de
polinomios R[T].

4. Mostrar que las variedades Sz X Ss y CP3 tienen los mismos numeros de Betti y el
mismo grupo fundamental pero que no son difeomorfas.

Indicacion: Utilizar la férmula de Kiinneth y mostrar que no existe un homomorfismo
de algebras graduadas inyectivo

Rlus]/ < uj > @rRlud]/ < uj >— Rlz2]/ < 23 >
donde gdou; = j y gdoxa = 2.
Bono. Dar un ejemplo de elemento z € H*(CP,,) \ {0}.



