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Ejercicio 1. Se trata de definir, dado un par de A-médulos (N1, N2), un isomorfismo de
A-moédulos

@(ny,Ny) ¢ Hom(F(Ny); Na) — Hom(N1; G(N2))

que sea natural en el siguiente sentido: si denotamos C la categoria de A-moédulos y CP
la categoria opuesta, ¢ es una transformacion natural entre los funtores (covariantes)

CPxC — ¢ CPxC — C

AT NLNY) s Hom(F(M):N2) Y B (N N2) s Hom(Ny: G(N:))

es decir, tal que si f : N — N1 y g : No — N3 son homomorfismos de A-médulos,
tenemos un diagrama conmutativo

Hom(F(N1); No) L9 Hom(F(N]); N3)

l“’(NlaNﬁ lLP(NLNQ)

Hom(N1; G(N2)) =95 Hom(N, G(N3)).

Cuando existen tales isomorfismos naturales
O(N1,No) : Hom(F(N1); N2) = Hom(N1; G(N2)),

se dice que los funtores F'y G son funtores adjuntos el uno del otro y esto es lo que estamos
demostrando aqui para los funtores F(N) = N ® M y G(N) = Hom(M; N).
Para simplificar la notacién, escribiremos ¢ en lugar de (v, n,). Definamos entonces

Hom(N1 ® M; N2) —  Hom(Ni;Hom(M; N2))

f — (m = (m— f(n ® m)))
y
" Hom(Ni;Hom(M; Ny)) — Hom(N1 ® M; Na)
' g — ((m®@m) = (g(m)) (m))

Ahora es una simple verificacion mostrar que ¢ es un homomorfismo natural de A-mo6dulos
y que ? es un inversos para .

Ejercicio 2. Vamos a mostrar que si M o N es libre de tipo finito, entonces el homomor-
fismo A-moédulos
Hom(M;A)® N —  Hom(M;N)
£@n —  (mr—&(m)n)
es un isomorfismo, definiendo en cada caso un inverso para .

Supongamos primero que M ~ @®j_; Ae; (con Ae; ~ A como A-mo6dulo) y denotemos
(ej)1i<i<r la base dual de M* := Hom(M; A). Entonces, si f € Hom(M; N), se tiene, para
todoxe M,x=73"_,ei(x)e; y f(x) =>._, ei(x)f(ei). Luego se pone

w: Hom(M;N) — Hom(M;A)® N
' f o i€ @ fled)

y se verifica que ¥ es un homomorfismo inverso para ¢. En efecto, ¢ o 9 = Id sigue de la
definicién de 9 vy, si calculamos (¢ o ¢)(€ ® n), viene

(Yop)E®n)= (¥ O@)((Z ej (€)ei) @n) = Zﬁ(@i)(d) o p)(ei ®n)

pero, si f = p(ej ®n), entonces f(e;) =nsij=1iy0sij#i, luego (Yo p)(ej ®n) =
er ® f(e;) = e ®n, de modo que para todo £ € M* y todon € N, (Yop)(éR®@n) =£Qn.
Ya que los tensores simples £ ® n generan M* ® N, lo anterior implica 1) o ¢ = Id.
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Supongamos ahora que N ~ ®j_;Ae; (con Ae; ~ A como A-moéddulo) y denotemos
(e7)i1<i<r la base dual de N*. Entonces, si f € Hom(M; N), se tiene, para todo z € N,
f(@)=3_, e;(f(x))ei. Luego se pone

~ Hom(M;N) — Hom(M;A)®N
Vi = Sldohee
y se verifica que ¥ es un homomorfismo inverso para ¢. En efecto, ¢ o ¢ = Id sigue otra
vez de la definicion de 9 y, si calculamos (¢ o ¢)(§ ® n), viene ahora

(o) Een) = @og) (€ (X eime) = Y e ) (Wog)E e e

Pero, si f = ¢(£®e;), entonces para todo x € M, (e o f)(z) = &(x), luego (Yop)(E®e;) =
¢ ® e; y podemos concluir como anteriormente que ¢ o ¢ = Id.

Ejercicio 3.

a. Por definicién del operador de borde en los complejos C ® M; para j = 1,2,3, a

saber

CCh®M; — Ch1®M;
Id @ On - cm +—  Ohc®m
tenemos una sucesion de homomorfismos de complejos (de cadenas)
(1) 0—CQRM —C®Ms — CQR M3z —0,
es decir una sucesiéon de diagramas conmutativos

0 —— Ch®M) —— Ch®My —— CL®Ms —— 0

! ! !

0 —— Cnc1 @My ——— Cne1 @My ——— Cp1 @ M3 —— 0.

Decir que la sucesién de homomorfismos de complejos es exacta significa que, para
todo n € N, la sucesién de homomorfismos de médulos

(2) 0 —=Ch®M1 —Ch®M2s — C,, @ M3 — 0

es exacta. Daremos primero una demostracion directa bajo la hipotesis (del enunciado)
que Cy, libre.

En tal caso, existe un isomorfismo C, ~ @®;crAe; (con Ae; ~ A como A-moédulo).
Notemos entonces que (Ae;) ® M ~ M. Por lo tanto, para cualquier A-médulo M,

Co® M = (P Aes) @ M = P ((Ae:) © M) = M“)
iel il
Ya que la sucesion

0— My — My — M3z — 0

es exacta, tenemos (por una verificacion directaﬂ) que la sucesion
(3) 0— Ml(” — MQ(I) — Mé” —0

es exacta, lo cual demuestra la exactitud de (y por lo tanto de )
Para una segunda demostracion de la exactitud de , ver la discusién al final de este
documento.

b. Por definiciéon, Hy(C; M;) := Hi(C ® M;), asi que la sucesion exacta
oo — H1(C; Ms) 25 Ho(C; My) — Ho(C; Ma) — Ho(C; Ms) —» 0
es simplemente la sucesion exacta larga asociada a la sucesién exacta corta de complejos
0—COM —CM;, —CR®Ms —0
del inciso a, con B el homomorfismo de conexién (en particular, 8 es un homomorfismo

natural).

1MW) es el A-modulo de aplicaciones con soporte finito de I a M, también se denota @;cr M.
2En caso de duda, ver la discusién sobre médulos proyectivos al final de este documento.



c. Por definicién del operador de borde en los complejos Hom(C; M;) para j = 1,2,3,
a saber

sy = Dy Hom(Cpn; M;) — Hom(Cny1;Mj)
U — U O Ont1
(para j = 1,2, 3) tenemos una sucesiéon de homomorfismos de complejos (de co-cadenas)
(4) 0 — Hom(C; M1) — Hom(C; M2) — Hom(C; M3) — 0,
es decir una sucesion de diagramas conmutativos

0 —— Hom(Cn; M) —— Hom(Cn;M2) —— Hom(Cp;M3z) —— 0

! ! !

0 — HOHl(Cn+1;M1) e HOHl(Cn+1;M2) —_— Hom(Cn+1;M3) — 0.
Decir que la sucesién de homomorfismos de complejos es exacta significa que, para
todo n € N, la sucesion de homomorfismos de modulos

(5) 0 — Hom(Cy,; M1) — Hom(C,; M2) — Hom(Cp; M3) — 0

es exacta. Daremos primero una demostracion directa bajo la hipotesis (del enunciado)
que C,, libre.

En tal caso, existe un isomorfismo C, ~ @®;crAe; (con Ae; ~ A como A-modulo).
Notemos entonces que Hom(Ae;; M) ~ M. Por lo tanto, para cualquier A-mo6dulo M,

Hom(Cpn; M) = Hom(EB Aei; M) = HHom(Ae,-; M)y=M
iel i€l
Ya que la sucesion
O—>M1—>M2—>M3—>O

es exacta, tenemos (por una verificacion directaEI) que la sucesion
(6) 0— M{ — My — M3 —0

es exacta, lo cual demuestra la exactitud de (5 (y por lo tanto de ) Para una segunda
demostracion de la exactitud de (5)), ver la discusiion al final de este documento.

d. Por definicion, H*(C; M;) := H*(Hom(C; M;)), asi que la sucesion exacta
0 —s H°(C; My) — H°(C; Mz) — HO(C; My) 5 H'(C; M) — ...
es simplemente la sucesion exacta larga asociada a la sucesién exacta corta de complejos
0 — Hom(C; M1) — Hom(C; M2) — Hom(C; M3) — 0

del inciso ¢, con § el homomorfismo de conexién (en particular, 8 es un homomorfismo
natural).

Discusion de las nociones encontradas en los incisos 3.a y 3.c de esta tarea

Moédulos proyectivos. Para una segunda demostracién de la exactitud de , uno puede
demostrar primero el siguiente hecho: si una sucesion de homomorfismos de A-médulos

(7) 0—>M1L>M2L>M3

es exacta, entonces, para cualquier A-moédulo M, la sucesién

(8) 0 — Hom(M; M) 125 Hom(M; Ma) £25 Hom(M; Ms)

es exacta: si h € Hom(M; M1) es tal que f o h = 0, la inyectividad de f implica h = 0 y,
si h € Hom(M; M) es tal que g o h = 0 entonces, el hecho de que ker g = Im f implica
que existe h : M — M tal que foh = h es decir que h € Im (f o —) (notemos que, por
inyectividad de f, el homomorfismo h tal que foh = h es tnico). Ya que la inclusion
Im(f o —) C ker(g o —) sigue directamente del hecho de que Im f C kerg, lo anterior
implica que, en efecto, Im(f o —) = ker(g o —). La propiedad general que acabamos de
demostrar es que, para cualquier M, el funtor Hom(M; —) es exacto a la izquierda.

3MT es el A-modulo de aplicaciones de I a M, también se puede denotar Hie[ M.

4En caso de duda, ver la discusién sobre médulos proyectivos al final de este documento.



Ahora el problema es ver bajo qué hipdtesis la sobreyectividad de g : Mo — M3 en
implica la sobreyectividad de g o — : Hom(M; M) — Hom(M; Ms) en (8). De manera
equivalente, esto se puede formular como un problema universal de la siguiente sugestiva
manera:

9) M

Mg%MgHO

Si M es tal que se cumple esta propiedad, se dice que M es un modulo proyectivo. Entonces
el presente ejercicio 3.c se vuelve a formular diciendo que hay que mostrar que si M es
un moédulo libre, entonces M es proyectivo. Supongamos entonces que M ~ ®;crAe;. Ya
que g es sobreyectiva, se tiene que, para todo i € I, existe x; € Ms tal que g(x;) = h(e;)
y podemos definir un homomorﬁsm de A-médulos h : M — M, por 77,(62‘) = x;, lo cual
termina la demostracion y la discusion sobre el punto 3.c de esta tarea.

Moédulos inyectivos. Un tema relacionado puede ser mostrar que, para cualquier M, el
funtor Hom( — ; M) es exacto a la derecha, es decir que si

(10) My L5 My %5 Mz — 0
es exacta entonces
(11) 0 — Hom(Ms; M) =% Hom(Ma; M) =24 Hom(M,; M)

es exactzﬂ luego estudiar la nocién de modulo inyectivo (que se obtiene invirtiendo las
flechas en un diagrama de tipo @)

f

OHMl HMQ

para mostrar que, para M inyectivo, la propiedad f : M1 — M> inyectiva implica que
—of : Hom(Mz; M) — Hom(M;; M) es sobreyectivo. Esto es simplemente por definicion
y no nos da ejemplos de modulos inyectivos (antes lo que demostramos fue que los médulos
libres eran ejemplos de modulos proyectivos). Para dar ejemplos, demostremos entonces
que los modulos libres de tipo finito son inyectivos: sea M libre de tipo finito, entonces por
un lado el médulo dual M* es libre (de tipo finito pero no importa aqui) y en particular
el funtor M* ® — es exacto (por el punto 3.a) y por otro lado, para cualquier médulo Mj,
tenemos un isomorfismo natural M* ® M; ~ Hom(M; M;) (cf Ejercicio 2, la naturalidad
del isomorfismo siendo sencilla de verificar), por lo tanto, si M es libre de tipo finito, el
funtor Hom(M; —) es exacto (es decir que M es inyectivoﬂ

Moédulos planos. Volviendo a los médulos proyectivos (Diagrama @D), vamos a de-
mostrar el siguiente resultado, relacionado con el punto 3.a de esta tarea: si M es un
modulo proyectivo (no necesariamente libre), entonces el funtor M ® — es exacto (cuando

5Notese la diferencia con las demostraciones de exactitud de y @, donde solamente
teniamos que definir aplicaciones. Lo que se demuestra en es que una suma directa de suce-
siones exactas cortas de A-modulos es una sucesion exacta corta de A-moddulos y, de forma analoga,
lo que se demuestra en @ es que un producto de sucesiones exactas cortas de A-médulos es una
sucesién exacta corta de A-moédulos.

SNotese que, en la sucesion exacta , el 0 aparece a la izquierda simplemente porque el
funtor Hom(—; M) es contravariante; también pudimos escribir la sucesion bajo la forma

Hom(Mi; M) <— Hom(M2z; M) «— Hom(M; M3) <— 0,

con el 0 a la derecha como en la sucesion .

"La demostracién anterior es una caso interesante de utilizacién de la nocién de dualidad: si
M es libre de tipo finito, M es inyectivo si y solamente si su dual M* es plano. Para méas casos
de esta dualidad entre modulos proyectivos y modulos planos, se puede consultar el libro Relative
Homological Algebra, de Enochs y Jenda, Teorema 3.2.10 y Corolario 3.2.17.



este funtor es exacto, se dice que el moédulo M es un moédulo plano, asi que estamos
demostrando que un moédulo proyectivo es plano).

La primera etapa es mostrar que, para cualquier M, el funtor M ® — es exacto a la
derecha, es decir que si la sucesion

(12) My -5 My 25 Ms — 0
es exacta entonces la sucesion
(13) Mo M "2 Mo M Mo M —0

es exacta: si m ® ms € M ® Ms, la sobreyectividad de g : Ma — M3 implica que existe
ma € M tal que g(ma) = ms luego m @ mg = m ® g(mz) = (Id ® g)(m ® m2), lo
cual muestra que Id ® g es sobreyectiva, ademas, el hecho de que g o f = 0 implica que
(Id®g)o(Id® f) = Id®(gof) = 0, es decir que Im (Id® f) C ker(Id®g), y solo falta mostrar
que ker(Id®g) C Im (Id® f). Para eso, observemos que las dos propiedades ya demostradas

implican la existencia de un homomorfismo sobreyectivo Id ® g : % — M ® M;

tal que el siguiente diagrama es conmutativo

M® My —22% M @ Ms

|

MM
Im (Id® f)

es decir tal que ([d® g)op =1d® g, donde p : M @ My — % es la proyeccion
canodnica. Para concluir es suficiente mostrar que Id ® g es un isomorfismo, pues eso

implica que si ¢ € ker(Id ® g), tenemos (Id ® g)(z) =0 en M ® M3z, luego

M & Mo
Im(Id® f)

Id®g) ' o(Id®g)(z) =0 en

Pero
(d®g)  o(ldog)(z) =1do g o((de g)op)(z) = ([d@ g) " o(ld@g))op(z) = p(z)

y p(x) = 0 implica z € Im (Id® f), lo cual terminara la demostraciéon de que, para cualquier
M, el funtor M ® — es exacto a la derecha, una vez hayamos demostrado que Id ® g si es
invertible. Construyamos entonces un inverso: si m ® ms € M ® M3, el hecho de que g
es sobreyectiva implica (como antes) la existencia de ma € M tal que ms = g(ma2), luego
m®@ms = (Id® g)(m ® m2). Si my € Ms es otro elemento tal que g(mb) = ms = g(m2),
entonces (m5 — m2) € kerg C Im f, luego, ya que los tensores simples generan M & Ms,
tenemos un homomorfismo de A-moédulos bien definido

M M.
MeMs — Tin (148 )

m®gimz) +— (Mm2)+Im(Id® f)

y se verifica inmediatamente que es un inverso para Id ® g.

La segunda etapa en nuestra demostracién que un moédulo proyectivo es plano es
mostrar que, si M es proyectivo, la inyectividad de f : M1 — M3 en implica la
inyectividad de Id ® f : M ® M1 — M ® M> en . Para obtener eso, se utiliza una
caracterizacion equivalente de los médulos proyectivos: un A-moédulo P es proyectivo si y
solamente si es factor directcﬁ de un modulo libre L (es decir que existe un moédulo libre L
y un sub-mé6dulo S C L tal que L ~ S @ P). Para demostrarlo, supongamos primero que
P es proyectivo y consideremos el moédulo libre L con base en biyeccién con los elemen-
tos de P. Por la propiedad universal de los médulos libres, tenemos un homomorfismo
canénico 7 : L — P y ése admite una seccion homomorfica s : P — L evidente, por lo

8Eso implicara que si A es un anillo principal, entonces un A-médulo proyectivo es necesaria-
mente libre, pues un sub-moédulo de un médulo libre sobre un anillo principal es necesariamente
libre.



cual L ~ kerm @ P. Reciprocamente, si tenemos Ly S tal que L es librey L ~ S @ P,
entonces, retomando el diagrama @ con M = P, se tiene un diagrama conmutativo

s

VRN

L———=P

_ 7
h
hom v h
s g

MQHM:’)HO

donde hh:= honos y la existencia del homomorfismo hor tal que go horn=hon (ambos
son homomorfismos de L a M3) se obtiene recordando un hecho equivalente al Punto 3.c
de esta tarea que es que un modulo libre cumple con la propiedad universal del diagrama
@D: la existencia de ese diagrama entonces demuestra que P tiene esa misma propiedad
universal, puesto que

goﬁ:go(mos):(gom)os:(how)os=ho(7ros):h,

es decir que P es proyectivo. Volvamos entonces a la demostraciéon del hecho de que, si
f: My — Ma es inyectivo y M es proyectivo, el homomorfismo Idy ® f: M @ M1 —
M ® M- es inyectivo. Por lo visto anteriormente, existe L libre y S C L tal que L ~ S M.
Como, por el Punto 3.a de esta tarea, ya sabemos que un mddulo libre es plano, tenemos
que el homomorfismo Id;, ® f: L ® M1 — L ® M> es inyectivo. Entonces para concluir
es suficiente demostrar que un modulo N de la forma N ~ @;c;N; es plano si y solamente
si cada factor N; es plano. Mas precisamente, es suficiente demostrar que Idy ® f :
N®M; — N ® M es inyectivo si y solamente si cada Idn, @ f : Ny ®@ M1 — N; @ M3 es
inyectivo (después, esto se aplica al homomorfismo inyectivo Id ® f : L& M1 — L ® M>
y al factor directo M de L): si N = ®;erN;, tenemos un diagrama conmutativo

N® M, Ldve/, N® M

Dier(Idn,; ®f)
@ieI(Ni ® Ml) E— @iEI(Ni @ M2)

con columnas que son isomorfismos. Por lo tanto el homomorfismo en la fila de arriba
es inyectivo si y solamente si el homomorfismo en la fila de abajo es inyectivo, lo cual
es equivalente a decir que cada homomorfismo Idy; ® f es inyectivo. Eso termina la
demostracion.

En conclusién, vemos que, si A no es prmcipaﬂ puede haber moédulos proyectivos no
libres pero que, por ser proyectivos, ésos siguen siendo planos. Es interesante notar que
la demostracion de tal hecho utiliza que los modulos libres son planos (Punto 3.a de esta
tarea) asi como la caracterizaciéon de los moédulos proyectivos como factores directos de
modulos libres, la cual utiliza que los médulos libres cumplen con la propiedad universal
del diagrama @ (que es una propiedad equivalente al Punto 3.c de esta tarea).

Fin de la discusion

9Lo cual pone en tela de juicio la utilidad de la nocién de médulo proyectivo a estas alturas
del curso, pues para tener un ejemplo de médulo proyectivo no libre, necesitamos trabajar con
un anillo de base no principal pero ninguno de nuestros anillos de coeficientes para homologia y
cohomologia ha sido asi.



