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El propésito del problema es mostrar que un revestimiento conexo de un grupo topo-
légico conexo y localmente arco-conexo es, de manera natural y esencialmente tinica, un
grupo topoldgico.

Sea entonces (G, ec) un grupo topologico conexo y localmente arco-conexo, con punto
marcado en el elemento neutro del grupo. Sea mqg : G X G — G la multiplicacion en el
grupo G y sea ig : G —> G la inversiéon. Queremos demostrar el siguiente resultado.

Teorema 1. Sea p: H — G un revestimiento conexo de G. Entonces:

(1) Para todo e € p~*({ec}), existe una tnica estructura de grupo topoldgico en H
para la cual la aplicacion continua p es un homomorfismo de grupos y ey es el
elemento neutro de H.

(2) Si e}y es otro elemento de p~'({ec}), existe un isomorfismo candnico entre los
grupos topoldgicos (H,e) y (H,en) construidos como en el punto anterior.

1. En esta pregunta, se fija ex € p~'({ec}) vy se demuestra que es suficiente, para
obtener el punto (1) del Teorema [l encontrar aplicaciones continuas mpg e ig tales que
los diagramas

HxH ™M, g H " g
lpxp lp y Jp lp
GxG 25 @ a <, @

(donde (p x p)(hi,h2) = (p(h1),p(h2))) conmutan y tales que mu(em,en) = em y
iH (eH) = €éH.

Supongamos entonces que tales aplicaciones my e iy existen. Por la comnutatividad
del primer diagrama, se tiene:

V(h1,h2) € H x H, (pomp)(h1, h2) = ma(p(h1),p(h2)) = p(h1)p(hs2) en G,

es decir que p serd un homomorfismo de grupos una vez hayamos demostrado que mp
define una ley de grupo en H.
La mayoria del tiempo, denotaremos simplemente hihy el elemento mp (h1, he) de H.

a. Mostrar que, para todo h € H, mu (e, h) = mu(h,emx) = h.
Indicacion: Mostrar que las aplicaciones

o1:h— mu(h,eg) y o02:h— mu(em,h)
son dos levantamientos de p : H — G que coinciden en el punto eg.
b. Mostrar que, para todo (h1, he,hs) € H x H x H, se tiene
mu (hi,mu(he, hs)) = mu(mu(hi, h2), hs).
Indicacion: Mostrar que las aplicaciones
01 : (h1,h2) — mu(hi,mu(h2,h3)) y o02: (h1,h2) — mug(mu(hi,h2), hs)

HxH — G
—

(1, hs) p(h)p(ha)p(hs) que coinciden en el

son dos levantamientos de 7 : {

punto (ew,em).
c. Utilizando el mismo método que en la pregunta a, mostrar que, para todo h € H,
mu(im(h), h) = mu(h,in(h)) = en.

2. En esta pregunta, queremos demostrar que las aplicaciones my e iy de la pregunta 1
en efecto existen.



a. Sea p. : mi(H;en) — w1 (G;eq) el homomorfismo de grupos inducido por la
aplicacion continua p : H — G. Mostrar que existe un levantamiento my de la aplicacion
continua mg o (p X p) : H x H — G al espacio total del revestimiento p: H — G siy
solamente si

(1) (ma)s«(Imps x Imp,) C Im ps.

b. Mostrar que la condicién en efecto se cumple en 71 (G;eq).
Indicacion: Recuerde la definicién alternativa de la ley de grupo en 71 (G;eq) cuando
G es un grupo topologico.

c. De la misma manera, mostrar que existe un levantamiento ¢g de la aplicacion
continua ig o p : H — G al espacio total del revestimiento p: H — G.

d. Demostar la parte (1) del Teoremal[i]

3. En esta pregunta, queremos demostrar la parte (2) del Teorema e ilustar ese teorema
con unos ejemplos clésicos.

a. Mostrar que sip : Y — X es un revestimiento arco-conexo y ',y son dos puntos en
una misma fibra p~! ({z}), entonces p.71(Y;4) y p«m1(Y;y) son conjugados en w1 (X; x).

b. Bono. Mostar que si ¢y € p~*({ec}), entonces existe un tnico automorfismo f del
revestimiento p : H — G tal que f(ey) = en.

Indicacién: Utilizando la pregunta anterior, muestre que p.mi(H;epy) = pomi(H;en)
en 71 (G;eq).

c. Mostar, por un argumento de unicidad de tal levantamiento, que el homeomorfismo
f:(H,ey) — (H,en) de la pregunta b es necesariamente un homomorfismo de grupos.

d. Mostrar que los homomorfismos
m:SU(2) — SO(3) y ¢ : SU(2) x SU(2) — SO(4)
construidos en la Tarea 1 son revestimientos simplemente conexos de dos hojas.
e. Bono. Deducir de la pregunta ¢ que 71(SO(n); I,) ~ Z/27Z para n = 3, 4.

4. Bono. Mostrar que el nicleo ker p de un revestimiento conexo de grupos topoldgicos
p: H — G es un sub-grupo normal cerrado y discreto contenido en el centro del grupo
H y verificarlo en los ejemplos de la pregunta 3.d.

Indicacion: Muestre que un sub-grupo normal y discreto K de un grupo topoldgico

conexo H esta contenido en el centro de H. Para ello, considere k € K y muestre que la

aplicacion v : { }111 : ﬁh71k71 esta bien definida y es constante.



