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El proposito del problema es calcular 71(SO(n); I,) para n € {1;2;3;4}. De aqui en
adelante, sera implicito que el punto de base escogido en SO(n) es I, y se denotara
simplemente 71 (SO(n)) el grupo fundamental del espacio punteado (SO(n); I,,).

1. Mostrar que m1(SO(1)) ~ {e} y que 71 (SO(2)) ~ Z.

2. Se considera la R-algebra de matrices

H = {h: (Cb‘ *E> € M(2;C) : (a,b) e@},

a
la cual también se identifica al C-espacio vectorial C? y puede ser dotada de la norma

hermitiana ||h|| = y/3tr(h*h) = \/]a]> + [b]?, donde h* = "h. Sia =z +iy y b =u + iv,

podemos escribir
h=z1+yl +uJ +vK,

(3D () ()

En particular, ||h]| = /2% + y% + u? + v2.

donde

a. Mostrar que I? = J? = K? = [JK = —1 (éstas son las relaciones de Hamilton).
Mostrar que eso implica IJ = K, JK =1y KI = J, asi como JI = —-1J, KI = —-IK y
KJ = —JK. Note que, en particular, el anillo unitario sub-yacente a H no es conmutativo.

b. Mostrar que, para todo h € H, h*h = hh* = ||h|*1 y deducir de ello que H es
un cuerpo (llamado el cuerpo de los cuaterniones). Note que si h = z1 + yI + uJ + vK,
entonces h* =21 —yl —uJ — vK.

c. Bono. Mostrar que el centro Z(H) := {p € H | Vh € H,ph = hp} de H es una
R-algebra isomorfa a R.
3. Sea SU(2) := {¢q € H | ||¢|| = 1}. Note que la relacion ||hi1hz2| = ||h1]|||h2| en H
sigue inmediatamente de la relacion h*h = ||h||*1 mostrada en b e implica que SU(2) asi
definido es un grupo. Sea P := {h € H | h* = —h} ~ R? el sub-espacio vectorial real de H
generado por I, J y K (P se llama el espacio de los cuaterniones puros).

a. Sea ¢ € SU(2). Mostrar que la transformacion

g H — H
T h +— qhq?
cumple con la propiedad que, para todo h € H, ||mq(h)|| = |||, es decir que 7, es una

transformacion ortogonal del R-espacio vectorial H ~ R*. Mostrar ademés que 7,(P) = P.

b. Se identifica 74|p con su matriz en la base (I, J, K) de P. Mostrar que la aplicacion
7 : ¢ —> mg|p define un homomorfismo de grupos topologicos m : SU(2) — SO(3).

c. Bono. Sea g = [(cos0)1 + (senf)I] € SU(2). Mostar que 7, es la rotacion directa
de angulo 20 y de eje la recta generada por I. Utilizando que una rotaciéon en R® es
producto de rotaciones alrededor de los ejes de coordenadas, deducir de lo anterior que 7
es sobreyectiva.

d. Mostrar que kerm = {1; =1} ~ Z/2Z y deducir de ello que SO(3) ~ RPs.
e. Deducir de la pregunta anterior que m1(SO(3)) ~ Z/27Z.
4. Consideremos ahora (q1,¢g2) € SU(2) x SU(2) y la transformaciéon ortogonal

CH — H
P(a1,q2) * h q1hq2_1.
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Al identificar ¢4, 4,) con su matriz en la base (1,1, J, K) de H, se tiene que la aplicacion
@ :(q1,q2) — ©(q1,q0) define un homomorfismo de grupos topologicos

¢ :SU(2) x SU(2) — SO(4).

Se admitird que ¢ es sobreyectivo.

a. Mostrar que ker p = {(1,1);(—-1,—-1)} ~ Z/27Z.

b. Bono. Se considera la acciéon por conjugacion de SU(2) sobre si mismo y el producto
semi-directo asociado SU(2) x SU(2). En particular,

(p1,p2)(r1,72) = (pr(peripsy '), 7172)
en SU(2) x SU(2). Sea
m SU(2) x SU(2) — SU(2) x SU(2)
' (@,42) — (0143",42)
y 1 := ¢ om~'. Explicitamente:
W SU((2) xSU(2) — SO(4)
' (p1,p2) +—  (h— pi(p2hp3")).

Mostrar que m es un isomorfismo de grupos topologicos y verificar que ? es un homomor-
fismo de grupos topologicos.

c. Mostrar que keryp = {(1,1);(1,-1)} ~ Z/2Z y deducir de ello que 9 induce un
isomorfismo de grupos topologicos ¥ : SU(2) x, SO(3) — SO(4), donce 7(q) € SO(3)
acttia en SU(2) por h — ghg™ .

d. Deducir de la pregunta anterior que 71 (SO(4)) ~ 71 (SO(3)) ~ Z/2Z.



