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Ejercicio 1. Apliquemos Mayer-Vietoris al bouquet de esferas S1 V Sz V S5. Para ello,
notemos que se puede encontrar una vecindad X; de S; en el bouquet para la cual existe
una retraccion por deformacion de X; sobre S; y tal que X;N.X; tenga el tipo de homotopia
de un punto. Ya que Hy(S:;Z) ~ Z si k = 0,7 y 0 si no, la sucesion exacta de Mayer-
Vietoris aplicada primero al espacio Sz V S3 da en particular, para k > 1:

Hk(pt) — Hk(SQ) (&) Hk(Ss) — Hk(SQ \Y 53) — Hk71(pt) — kal(SQ) D kal(s"g).

Eso implica que Hk(SQ Vv 53) =0sik Z 4, Hg(SQ \/Sg) ~ H3(53) ~ 7 y HQ(SQ \/S3) ~
H»(S2) ~ Z. Para k = 1, la ultima flecha en la sucesion escrita arriba es inyectiva
(se identifica con Z > n — (n,n) € Z ® Z), asi que, nuevamente, Hy(S2 V S3) ~
H1(S2) ® H1(S3) = 0. Finalemente, Ho(S2 V S3) ~ Z, puesto que Sz V S3 es arco-conexo.

Utilizando el mismo método para S1 V (S2 V S3), se obtiene que Hy(S1V S2V S3) ~Z
sik=0,1,2,3y o sino.

Ejercicio 2. a. Para determinar el grupo abeliano Hy(Bn, Snh—1;Z), utilizaremos las
sucesion exacta larga del par (B, S,—1). Al ser contraible B, para n > 2, se tiene, para
k > 1, una sucesion exacta

00— Hk(Bn, Snfl) — Hk_1(Sn71) — 0,
la cual implica, para k > 1, que Hg(By,Sn—1) =0sik#ny
Hn(Bn7 Sn—l) =~ Hn—l(Sn—l) >~ Z

(va que n — 1 > 1). Finalmente, Ho(Bn,Sn-1) = 0 puesto que B, es arco-conexo y
Sn—1 C B, no es vacio.

b. Sea (X,A) — (X, B) el homomorfismo canénico (identidad en X e incusion
canodnica de A en B). Por naturalidad del homomorfismo de conexién de la sucesion
exacta larga de un par topolégico, tenemos un diagrama conmutativo

[ | I Js I
Ya que A es un retracto por deformacion de B, las flechas verticales 1 y 4 son isomorfismos.

También es el caso para las flechas 2 y 5 (que son iguales a la identidad!) y, por aplicacién
del lema de los 5, la flecha 3 también es un isomorfismo.

c. Ya que Sp,—1 = 0B, es un retracto por deformacion de By \ {0}, la pregunta b
muestra que Hi(Bn, Bn \ {0}) ~ Hk(Bn, Sn—1), €l cual fue calculado en la pregunta a.
Se puede notar que, al utilizar la sucesion exacta larga del par (Bi, So), se obtiene la
sucesion exacta
00— Hl(Bl, So) — Ho(So) — Ho(Bl) — Ho(Bl,So)
—— —— —_————
~72 ~7 =0
luego H1(B1,So) ~ Z (es un Z-mo6dulo libre de rango 1), de manera que podemos resolver
el ejercicio también en el caso n = 1.

Ejercicio 3. La descomposicién polar en SL(2;R) establece un homeomorfismo entre
SL(2;R) y SO(2) x R%. Luego SL(2;R) y SO(2) ~ S; tienen el mismo tipo de homotopia,
por lo que m1 (SL(2;R)) ~ Z y Hr(SL(2;R)) ~Z si k =0,1 y 0 si no.

Ejercicio 4. Sea X un revestimiento conexo del toro T := R?/Z?. Ya que Z* es un
sub-grupo discreto del grupo topologico R?, la proyecciéon canénica R? — R? /22 es un



revestimiento y, ya que R? es l-conexo, el grupo fundamental de T es isomorfo a Z2.
Ya que T es localmente arco-conexo y 71(7") es abeliano, las clases de isomorfismo de
revestimientos de T estan en biyecciéon con los sub-grupos de m1(T) ~ Z?. Si H es un
sub-grupo no nulo de Z?, entonces H es un Z-modulo libre de rango 1 o 2: si H tiene
rango 1, entonces existe una base (vi,v3) de 72 y un entero ni tal que n1vi es una base
de H; y si H tiene rango 2, entonces existe una base (vi,v3) de Z? y unos enteros (n1,n2)
tal que nq divide n2 y (n191,n2032) es una base de H sobre Z (por el teorema de la base
adaptada para sub-mo6dulos de un moédulo libre sobre un anillo principal). Noétese que, en
ambos casos, la base (vi,v2) de Z? como Z-mo6dulo genera R? como R-espacio vectorial.

En el primer caso (H de rango 1), el revestimiento de T = R?/Z? correspondiente a
H C Z? (a saber, R?/H — R?/Z?) es isomorfo al revestimiento

R x Sl — Sl X S17 (t,z) — (€i27rt7zn1)
y en el segundo caso (H de rango 2), el revestimiento de T' correspondiente a H es isomorfo
al revestimiento
51X51—>51XS1, (Zl,ZQ)H(Z?l,Z;LQ).

En particular, si X — T es un revestimiento compacto de T', entonces el espacio total
de X es homeomorfo a S; x Sy.

Ejercicio 5. Por conmutatividad del diagrama

Ap —" 5 B, =P, Apg ——— ...

lfn lgn lhn lfn_l
o

Jn B’:’L an Cﬁl en A;’L—l -

dn

y, por definicion de A, (A, = dnh, qn), se tiene que Im (g, — jn) C ker A,,. Sea ahora
bl, € ker A,,. Entonces h,'q,(b},) € kerd,, = Imp, (por exactitud de la primera fila). Es
decir que existe b, € B, tal que p,(bn) = hytqn(bl,), luego hnpn(bn) = gn(b),). Pero por
conmutatividad del diagrama, h,pn(bn) = gngn(bn), luego gn(b,) — b}, € ker g, = jn (por
exactitud de la segunda fila), es decir que existe aj, € A, tal que jn(al,) = gn(bn) — by,.
Por lo tanto, se tiene que b;, € Im (gn, — jn), es decir ker A,, C Im (g, — jn ). Eso demuestra
la exactitud en B, de la sucesién

o A, B g Al g B A

La exactitud en An,—1 y (B, @ A7) se demuestra de manera similar. Empecemos con
An—1. Se tiene (in—1, fn—1) ©c Ap = 0 porque in—10dn, =0y fn—10dn = en 0 hy lo cual
implica que f,—10A, = en0g, = 0. Asi hemos demostrado que Im A,, C ker(in—1, fn—1).
Reciprocamente, sea an—1 € ker(in—1, fn—1). Entonces an—1 € kerin—1 = imd,, es decir
que existe ¢, € C, tal que dn(cn) = an—1. Luego 0 = fr—1(an—1) = (fa—1 0dn)(cn) =
(en © hy)(cn). Por lo tanto, existe b;, € By, tal que ¢, (b},) = hn(cn). Entonces A, (b,) =
(dn 0 hyyt 0gn)(bh) = dn(cn) = an—1, de modo que an—1 € Im A, ged.

Solo falta mostrar la exactitud en B, ® Al,. Ya que g, 0 in = jn 0 fn, tenemos que
Im (4n, fn) C ker(gn —jn). Reciprocamente, sea (bn, ay,) € ker(gn —j»). Entonces g, (b,) =
jn(aL), 10 cual implica que (gn ©gn)(b) = (gn ©n) (@) = 0. Pero gn ogn = hn o pm, por lo
que (hn opn)(bn) =0, lo cual implica que pn(bn) = 0, es decir que existe a, € A, tal que
in(an) = by. Pero entonces jn(fn(an)—an) = (gnoin)(an) —jn(an) = gn(bn) —jn(ayn) =0,
lo cual implica que existe c},;1 € C 11 tal que enti1(cri1) = fn(an) — ar,. Sea entonces
cnt1 1= hy i1 (chy1). Se tiene (fn o dng1)(cng1) = en(chi1) = falan) — al,, luego aj, =
frlan — dnt1(cns1)) y asf hemos demostrado que (by,al,) € Im(in, fr).



