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EJERcICIO 1. Se considera el grupo ortogo-
nal O(n + 1) y la esfera S,, ¢ R™ ™.

a. Mostrar que si A € O(n+ 1) y = € Sp,
entonces Az € S,,.

b. Sea zo = (1,0,...,0) € S,. Mostrar
que el conjunto

H .= {AEO(R+1) | Al‘():l’o}

es un sub-grupo cerrado de O(n + 1), iso-
morfo a O(n).

c. Identificando O(n) al sub-grupo H de
O(n + 1), mostrar que la aplicacion

On+1) — S,
A — Az

induce un homeomorfismo del espacio to-
poldgico cociente O(n+1)/0O(n) sobre Sy,.
d. Mostrar de la misma manera que exis-
ten homeomorfismos

SO(n+1)/SO(n) ~ S,

y
U(n+1)/U(n) SU(n+1)/SU(n)

Sant1.

EJERCICIO 2. Sea RP,, = S, /(x ~ —x) el
espacio proyectivo real n-dimensional. Se
considera la filtracion natural

RPy CRP; C ... CRP,_1 C RP,,.

a. Mostrar que e := RPg es una 0-celda y
que, para cualquier k € {1; ... ;n}, el sub-
espacio e’ := RP, \RPj_1 es una k-celda.
b. Sea k > 1 y sea pi la proyeccién ca-
noénica pi : Sk—1 —> RPg_1. Mostrar que
el espacio topolégico By Up, RPr_1 es ho-
meomorfo a RPy.

c. Deducir de lo anterior que la descompo-
sicién celular (ek)og k<n define una estruc-
tura de CW-complejo finito en RP,,.

d. Precisar, para cualquier k£ € N, cual es
el k-esqueleto de RP,, en la descomposi-
cion celular anterior.

e. Estudiar de manera similar el espacio
proyectivo complejo CP,,.

EjERCICIO 3. Sea I = [0;1] C R.

a. Mostrar que RP2 es homeomorfo al es-
pacio topologico cociente (I X I)/ ~ donde
~ es la relacién de equivalencia en I x [
que identifica los puntos (s,0) y (1 —s,1)
para cualquier s € I, asi como los puntos

R

(0,t) y (1,1 — t) para cualquier ¢ € I.

b. Deducir de lo anterior la existencia de
una estructura de CW-complejo en RP>
con dos 0O-celdas, dos 1-celdas y una 2-
celda.

EjErRcICIO4. Sea I = [0;1] C R y sea
M = (I xI)/ ~ la cinta de Mdbius (~
es la relacion de equivalencia en I x I que
identifica los puntos (0,¢) y (1,1—t), para
cualquier t € I). Sedenotap: I xI — M
la proyeccion canédnica.

a. Sea A = p([0;1] x {3}) C M. Mostrar
que A es un retracto por deformacion fuer-
te de M.

b. Deducir de lo anterior que M tiene el
mismo tipo de homotopia del circulo S;.

EJERrCICIO 5. Mostrar que un toro menos
un punto tiene el mismo tipo de homoto-
pia de un bouquet de dos circulos.

EJERrcICIO 6. Mostrar que R? menos un
conjunto finito de puntos tiene el mismo
tipo de homotopia de un bouquet de circu-
los.

EJERCICIO 7. Sea (X, &) un CW-complejo
y, para k € N, sea X* el k-esqueleto de X.
a. Supongamos que X es conexo. Mostrar
que X es conexo.

b. Sea k > 2 y sea e una k-celda. Sea . :
Sk—1 — X* ! una aplicacion caracteris-
tica para e. Mostrar que si By U,, X* 7! es
conexo, entonces X k=1 es conexo.
Indicacion: Si k > 2, Sp—1 es conexo.

c. Deducir de lo anterior que si X es cone-
x0 entonces X! es conexo.

d. De forma més general, mostrar que la
inclucién canénica X! < X induce un iso-
morfismo 7o (X ') ~ mo(X).

EJeErcicio 8. Mostrar que si X es contrai-
ble, entonces mo(X) = {pt}.

EJERCICIO 9. Mostrar que si Y es contrai-
bley f: X — Y es una aplicacion con-
tinua, entonces f es hométopa a una apli-
cacion constante.

EJercicio 10. Mostrar quesi f: X — Y
es homotopa a una aplicacién constante y
g:Y — Z es continua, entonces g o f es
hométopa a una aplicacién constante.



