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Cada pregunta vale 2 puntos.

Ejercicio 1. Consideremos el circulo $; C R?. Sea A = (1,0) y B = (—1,0) en S1 y
consideremos los siguientes caminos en Si:

. [0; 1] — S1 ,B . [0; 1] — 51
a t — eiwt Yy . t — _ezﬁt

Con lo anterior podemos definir una estructura de CW-complejo finito en S1 que tiene:

e dos O-celdas Ay B,
e dos 1-celdas e y €’ cuyas respectivas clausuras son Im « e Im j3.

Se denotara (Xo, X1, X2, ...) el esqueleto de Si para esa estructura de CW-complejo.

a. Mostrar que el complejo celular
0 — Hy(X1,X0;Z) = Ho(X0;Z) — 0

asociado a la estructura de CW-complejo definida anteriormente en S; se puede identificar
con

0 — Z[a] ® Z[B] 2 ZA®ZB —» 0

donde la matriz de D en las bases propuestas es {_i _ﬂ .

Indicacion: A es el homomorfismo de conexion de la sucesiéon exacta larga del par
(X1, Xo).
b. Determinar ker D y mostrar que H;(S1;Z) ~ Z([a] + [B]).

Ejercicio 2. Sea Sy C R? la esfera 2-dimensional y sea N = (0,0,1) € So.

a. Utilizando la sucesién exacta larga de un par topoldgico, mostrar que existe un
isomorfismo

uy : Ha(S2) — Ha2(S2, S2 \ {N}).

b. Sea S = (0,0,—1) € S5. Utilizando la propiedad de excisién, mostrar que existe un
isomorfismo

s : Ha(S2 \ {8}, 82\ {N;S}) = Ha(S2, 52 \ {N}).

c. Sea B> la bola cerrada 2-dimensional, identificada con el hemisferio norte de Ss.
Sea S1 = 0B2 el ecuador de S2. Mostrar que existe un isomorfismo

us H2(BQ,S1) i) HQ(SQ \ {S},SQ \ {N; S})

d. Mostrar que existe un isomorfismo

Ug - HQ(BQ,S1) i) H1(51).

— — . s i .
e. Sea u = uqug 1u2 Luy el isomorfismo explicito H>(S2) LN Hq(S1) obtenido al
componer los isomorfismos anteriores de manera adecuada. Sea

Sa — So

T
(z1,22,23) — (—x1,%2,23)

la reflexiéon con respecto al plano de R? de ecuacion x = 0.
Mostrar que r(S1) C S1 y que el diagrama



H(S2) —*— Hi(S1)

lHﬂﬂ lHumﬁ>

Hy(S2) —%— H1(S1)
es conmutativo.

Ejercicio 3. Un campo vectorial en la esfera 2-dimensional So C R? es una aplicacion
continua s : So — R3 tal que, para todo x € Sa, s(z) L = en R®. El propésito del
ejercicio es mostrar que cualquier campo vectorial en S2 se anula en al menos un punto
(resulta conocido como el teorema de la bola peluda). La herramienta que utilizaremos es
la nocién de grado de una aplicacién continua f : S — So, vista en clase. Se denotara
gr(f) € Z el grado de la aplicacién f.

Sea s : S — R3 un campo vectorial en Sy y supongamos que, para todo x € Sz,
s(x) # 0. Sea entonces

{SQ — SQ
T

r — o
Yy
F.{[O;l}XSé — Sz
' x — cos(mt) x + sen(wt) 7(x)

a. Mostrar que 7 y F' en efecto toman sus valores en Sz y que F' es una homotopia
entre Ids, y la aplicacién antipodal

{ So — So
a (

Z1,%2,23) +—— (—x1,—x2,—x3)

Ya que dos aplicaciones continuas homoétopas tienen el mismo grado, la pregunta a
muestra que la aplicaciéon antipodal en S2 tiene grado igual al de la identidad, es decir
1. Por lo tanto, llegaremos a una contradiccién si logramos demostrar que el grado de
a: So — S3 de hecho es distinto de 1 y eso permitira concluir que el campo vectorial s,
el cual por hipotesis no se anula en S, no existe.

b. Deducir de la pregunta e del Ejercicio 2 que el grado de la aplicacién r ahi definida
es igual a (—1).
Indicacion: Se podra mostrar, utilizando el generador o + 8 de H1(S1) construido en

el Ejercicio 1, que r|g, tiene grado —1.

c. Ahora vamos a mostrar que el grado de una aplicaciéon continua f : Sy —> Ss
inducida por una transformacién ortogonal g € O(3) de R® es igual a detg. Esto lo
podremos aplicar en particular a la aplicacion antipodal.

Sea entonces g € O(3). Sabemos que det g = +1 y que:

e Sidet g = +1 entonces g es ortogonalmente conjugada a una matriz de la forma

cosf —senf O
Ap = |send cosf O
0 0 1
donde 6 € R.
e Sidet g = —1 entonces rog, donde r es la reflexiéon definida anteriormente, es con-
jugada a una matriz de la forma Ag con 6 € R (pues det(rog) = (detr)(detg) =
+1).

A partir de eso, mostrar que g € O(3) tiene grado igual a detg cuando visto como
aplicacion continua de Sz a Sz y aplicar eso a la aplicacion antipodal para concluir.

Indicacion: Mostrar que la transformacion de Sz inducida por Ay es homotopa a la
identidad y utilizar (sin volverlas a desmostrar) las siguientes propiedades del grado:
e gr(fi o f2) = gr(f1)gr(f2). En particular, si f es invertible y g es arbitraria,
gr(fogof) =gr(g)



e Dos aplicaciones continuas homotopas tienen el mismo grado.
e Como se vio en la pregunta b, la aplicaciéon r tiene grado (—1).

d. Bono. Mostrar que, si se considera el problema analogo en Si, entonces la aplicacion
continua s : (z1,x2) — (—z2, 1) es un campo vectorial siempre no nulo en S;. Mostrar
también que la aplicaciéon antipodal en S; tiene grado 1.

Meta-bono. Meditar la siguiente afirmacion: "En la superficie de la Tierra, siempre hay
un punto en el cual la velocidad del viento es nula".



