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EJERcICIO 1. a. Ya que 7 es unitario, se tiene, Vs € R, ¢'(s) = c(s) donde ¢ una
determinacion C* del angulo entre el vector (1,0) de R? y el arco i y ¢ es la funcién de
curvatura de 7.

b. Se tiene fOT c(s)ds = fOT ©'(s)ds = o(T) — ¢(0). Ya que 7 es periodico de periodo
T, ' también (se obtiene derivando la relacion n(s + T') = 7(s), que vale para cualquier
s € R). Luego, por definicién de ¢, se tiene que, Vs € R, cos(p(s + 1)) = cos(p(s)) vy
sen(p(s+7)) = sen(p(s)). En particular, para s = 0, cos(¢(T)) = cos(¢(0)) y sen(p(T)) =
sen(y(0)), por lo que existe k € Z tal que ¢(T') = ¢(0) + k2.

EJERCICIO 2. a. El circulo de ecuaciéon (X —a)? + (Y — 8)? = R? es osculador a 7 en so
si y s6lo si se cumplen las condiciones

(z(s0) — @) + (y(s0) — B)° = R
(2.1) , 2(z(s0) — @)’ (s0) + 2(y(s0) —Qﬁ)y'(SO) = 0
2(2'(s0))” +2(x(s0) — @)z (s0) + 2(y'(s0)) " + 2(y(s0) — B)y"(s0) = O

Pero, por definicién del marco de Frénet de un arco unitario, se tiene
z(s0) = y(s0) = 0,2"(s0) = 1,4'(s0) = 0,2"(50) = 0y 4" (s0) = ¢(50).
Por lo tanto, el sistema (2.1) es quivalente a
a2+ B2 =R* —20=0y2— 2Bc(s0) = 1.

Ya que 7 es biregular en so, ¢(so) # 0 y el sistema anterior es equivalente a

1 1
C=0F= Gy YRSV = o

b. El circulo osculador a n en sg tiene su centro a la normal a 7 en so, en el punto de
coordenadas (0, ﬁ) en el marco de Frénet. En particular, la curvatura de aquel circulo

es igual a ﬁ (la posicion del centro en la normal permite definir una curvatura con
signo).

EJERCICIO 3. a. Ya que 7 es unitario y biregular, T'(so) = 7'(s0) y N(s0) = ﬁn”(so).
Por lo tanto Vect(T'(so0), N(s0)) = Vect(n'(so),n" (s0)).

b. Para cualquier s € J, la proyeccion ortogonal de n(s) € R? al plano Py = n(s0) +
Vect(T'(s0), N(so)) es el vector

v(s) == n(s0) + (n(s) = n(s0) | T(s0)) T'(s0) + (n(s) = n(s0) | N(s0)) N(s0).
=:a(s) =:b(s)

Las funciones a y b asi definidas son de clase C° en J pues 7 es de clase C3 en J.
Se puede observar que 7(s) asi definido si pertenece al plano osculador a 7 en so y
ademas satisface v(so) = n(so).

c. El arco v definido como en b es de clase C® porque sus componentes son de clase
C? y se tiene, para cualquier s € J,

7' (s) = (1'(s) [ T(s0)) T(s0) + (1'(s) | N(s0)) N(s0)
y
7"(s) = (1" (s) | T(s0)) T (s0) + (0" (s) | N(s0)) N (s0)-
En particular,

v (s0) = (n'(s0) | T(50))T(s0) + (n'(s0) | N(s0))N(s0) =1'(s0)
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pues (T'(s0), N(so)) es una base ortonormal de Py. De la misma manera
7" (s0) = (1" (50) | T(50)) T(s0) + (0" (s0) | N(s0)) N(s0) = 1" (s0)
asi que
7' (s0) A" (s0) =1’ (s0) A" (s0) # 0
pues 7 es biregular en so. Por continuidad del producto vectorial, 7' (s) A v"(s) # 0 para

cualquier s en una vecindad abierta de so. Eso significa que y es biregular en esa vecindad
abierta de so. Ademas, la curvatura de v en sq es igual a

I (s0) A (o)l _ ' (s0) A ()l _

7' (s0) I 7 (s0)I?

EJERCICIO 4. a. El arco v : I — R es de clase C? pues ambas sus componentes son de
clase C? como productos de funciones de clase C2. Se tiene, V0 € I,

7' (0) = (f'(0) cos O — f(6) send, f'(0) sen§ + f(6) cos) = f'(0)er(0) + f(6)e,.(6).

El arco «y es regular en 6 € I si y solamente si |7/ (0)]] # 0. Pero, V0 € I, || (0)] =
(F(0))% + (f(0))2. Luego, v es regular en 6 si sy solamente si f(6) y f'(f) no son simul-
taneamente nulos.

_ det(v'(6),7"(9))

b. Se tiene, V0 € I, ¢(0) = —IOF cony = fle.+ fery "' = f'e,+2f e+
fel. Ya que e = —e, y det(er, e).) = 1, se tiene
! "
O A R R T i

luego

L2
= .
(f2 + (f/)2) 2
c. Para la cardioide » = 1 4 cos 6, se tiene

17 (0)]| = (1 + cos0)® + (—senB)® = 2 + 2cos b = 4 cos® g

Por lo tanto, la longitude de la cardioide es
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Por la preguntra a, los puntos regulares de la cardioide son los puntos 0 € [0; 2] \ {=}.
En tal punto 6, se tiene, por la pregunta b :

(14 cos0)? + 2(—sen 6)? — (1 4 cos 0)(— cos 9)
(2]cos ])°

d9=8/icosudu=8.
0

cos 4
2

c(0)

3(1+ cos9)
(2cos 5])°
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EJERCICIO 5. Sea (20,%0) € W N X, donde X := f~1({0}). Ya que f es de clase C* y
que V(z,y) € WNX, 0y f(x,y) # 0, el teorema de las funciones implicitas permite afirmar
que existe una funcion ¢ de clase C? en una vecindad abierta Wo = Uy x Vp de (zo,y0) en
W tal que, en esa vecindad, f(x,y) = 0 si y solamente si y = ¢(z) (es decir que Wo N X
es la grafica Gr(y) de la funcién ¢). En particular, utilizando la ecuacion f(z,p(z)) =0
y derivandola dos veces en Uy, viene

Va € Uo, 9u f (2, p(x)) + ¢/ (2)0y f (, p(x)) =0

es decir, en Wy (con un ligero abuso de notacién para ¢, que sélo se evalia en x € Up),



(5.1) Ouf +¢'0,f =0
y, Vx € Uy,

Oz f (2, 0(2)) + @' (2)05, f (2, 0(x)) + ¢" (2)0y f (z, f(z))
¢ () 82, f (2, 0(x)) + (¢ (2)) 82, (z, 0(x)) =0,

es decir, en Wy,

(5.2) O +20/ 00y + 005 + (¢)?05,f = 0.
Pero sabemos que la funcién de curvatura de la curva representada por la grafica de ¢
es igual, en valor absoluto, a

1

.
T
(1 4 (Lp/)Q) 2
Ademas, a partir de (5.1) y (5.2), podemos calcular ¢’ y ¢” en funcién de las derivadas
parciales de f :

Yz € Uy, ' (z) = —g:; (z, ()
luego | . s
(14 = ((é’zf)(;; f(gyf) )
i O,1)¢" = —0nf =200, f — ()0, f
= O~

(todo evaluado en el punto (z, ¢(z)) € Wo N X) luego
o = 0y f)*uf — 2(0:1)(8y f) D2y f + (921)*03y f
(9 f)?
Por lo tanto, se tiene que la curvatura de la curva de ecuacion f(z,y) = 0 en W es
igual, en valor absoluto, a

(0?05 f = 20: )0y )05, f + (0:£)?05 ]
(1+(e)7)* (0202 + (0,0)?)

Falta ver que lo anterior es igual a la divergencia del gradiente normalizado de f, es

3
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decir a div . Recordemos que la divergencia de un campo vectorial V' : (z,y) —

VI

VA

(u(z,y),v(z,y)) es
divV = d,u+ yv

(la traza de la jacobiana de V visto como aplicacion diferenciable). Aqui, calculemos por

. 1 .
ejemplo 0, < CNIEERCHIE 8xf> . Se tiene

! 01202 f = D)0,

(0:1)? + (9, 1)? ((821)2 + (9, 1)?)®
Intercambiando el papel de x y y viene
5 ( L 5 f> _ 0uf) 9 f — (0:) (0, S
Y 0:1)2+ 0,02 " ((Buf)? + (ayf)z)%

. ( v/ ): (0y£)* 020 f = 2002 )0y )02y f + (0 f)*0yyf
IV ((0=£)2 + (94 £)?)

Luego
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