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Este es un examen individual. No se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier
medio electrénico. Los celulares deben estar apagados durante todo el examen. Las respuestas
deben ser justificadas.

Ejercicio I (Aqui, cada pregunta vale 1 punto)
Sea X = {(z,y,2) € R® | z = 2° — ¢°}.
1. Mostrar que 3 es una superficie diferenciable de clase C?.

2. En una parametrizacién natural 7 de 3, determinar la expresién local del endomor-
fismo de Weingarten.

3. Calcular las curvaturas principales de ¥ en el punto (0,0, 0).

4. Calcular la curvatura de Gauss y la curvatura promedia de ¥ en un punto cualquiera
de esa superficie. ;Cuél es el signo de la curvatura de Gauss de 77 7

Ejercicio IT (Aqui, cada pregunta vale 2 puntos.)

R — R3

una parametrizacién local
u — y(u)

Sea I un intervalo abierto de R y sea 7 : {

de una curva diferenciable de clase C2.

En cada punto (u), nos damos una direccién W (u) (es decir, aqui, un vector unitario
W (u) € R?), de tal manera que la aplicacién W : I — S? C R? asi definida es de clase
Cc2.

Se considera entonces £ > 0 y la aplicacién (de clase C?)

IX]—¢ge[ — R?

T () e () oW ()

1. Sea u € I. Mostrar que 7 es una inmersién en el punto (u,0) si y solamente si los
vectores 7' (u) y W (u) son linealmente independientes.

2. Se supone de ahora en adelante que, para cualquier u € I, los vectores ~'(u) y W (u)
son ortogonales (en particular, son linealmente independientes) y que 7 es una superficie
diferenciable de clase C?.

a. Mostrar que la expresion local de la primera forma fundamental de la superficie 7] es

(g g) _ (Hv'(U) +gW'(U)H2 (1))

e

f

c. Deducir de lo anterior que la curvatura de Gauss de 7] es negativa o nula.

b. Sea (

g) la expresién local de la segunda forma local de 7. Mostrar que g = 0.

3. (Bono) En esta pregunta, se supone ademéas que, para cualquier u € I, W'(u) # 0.
a. Mostar que, Vu € I, v'(u) x W (u) es colineal a W’ (u).
b. Mostrar que, V(u,v) € IX] —€;¢],
(0un x 8un) (u,v) = (¥ (w) x W(u)) + v(W'(u) x W(u)).



c. Deducir de las preguntas anteriores y de la pregunta 2.c que (bajo la hipdtesis que
W' no se anula en I) la curvatura de Gauss de 7 es estrictamente negativa.

Indicacidn : Utilizar que, en la expresién local de la segunda forma fundamental de 7,

f = (Oun x Oun | )
[[0un x Bunl|?

d. Se considera la curva parametrizada v : u — (cosu,senwu,0), un real @ > 0 y se
pone, Yu € R, W(u) = ———(ay'(u)+e3) donde e3 = (0,0, 1) € R®. Discutir la curvatura

V1ta2

de la superficie 7] as{ definida en funcién del valor del pardmetro a.




