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Sea 3 C R? una supercie diferenciable de clase C®. Se supondrs para simplificar que
¥ =7, donde 1 : Q@ — R? es una parametrizacién local de ¥ definida en un abierto © de
R2.

Para cualquier aplicacién diferenciable (u,v) — F(u,v) definida en €2, se denotardn
F,, y F, las derivadas parciales de F' con respecto a las variables u y v.

Se denota (F G) la expresion local, en la parametrizacién 7, de la primera forma

fundamental de X y v la expresion local, también en la parametrizacién 7, de la aplicacién
de Gauss N : ¥ — S? de %.
Finalmente, se denota K : 3 — R la curvatura de Gauss de X.

1. Recordar la expresion local de las funciones E, F' y G en funcién de las derivadas
parciales de . Misma pregunta para la aplicacién v.

2. Se recuerda la definicién de los simbolos de Christoffel I‘fj :

(1) Nuuw = F%l'ﬂu + F%lnv +ev
(2) Tuv = FiQ"?u + 1_‘%2"711 + fv
(3) NMv = F%2nu + 1_%2771) +gv

a. Mostrar que
o= det(Mu; Mo, Muw)
7 X 100
b. Mostrar a partir de (1) que, si F' = 0, entonces
By
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Admitiremos que, a partir de (2) y (3), se obtiene de la misma manera que

2 _bu 1 G 2 _ Lo
ZE,FU—QG,FQQ 2EyF22 el

Tl =
3. Se recuerda la férmula de Gauss (theorema egregium)

E(Kon) = (Pfl)v - (P%Q)u + 1, + T35, — Tl — (F%Q)Q-

a. Mostrar que, si F' = 0, entonces
_ E’uv +Guu _ EU(EUG+EGU) Gu(EuG+EGu)

vVEG 2EGVEG 2EGVEG

b. Deducir de lo anterior que, si F' = 0,

(). () o

4. Se supone de ahora en adelante que F' = 0. Sea R C (2 una regién poligonal simple,
con frontera OR = 7 orientada positivamente.
Utilizando la férmula de Gauss-Green-Riemann

/BR(Pdu +Qdv) = //R(Qu — P,) dudv,
1

—2(K on)VEG




mostrar que

7ia " vaa®) = [feny /
du — dv | = Ko EG dudv =: K do.
/aR (2 EG 2VEG ) R( " n(R)

5. Sea ahora R C Q tal que T := n(R) C X es un tridngulo con lados geodésicos.
Denotemos (a1 (T), a2(T'), as(T)) los dngulos internos de n(7"). Admitamos / Recordemos
la férmula de Gauss-Bonnet

o (T) + a2(T) + as(T) :77—1—//TKda.

a. Precisar el signo de (a1(T) + a2(T) 4+ as(T)) — m cuando 7] es :
= una porcién de cilindro,
= una porcién de esfera,
= una porcién de pseudo-esfera.

b. Denotaremos T' — p para significar que 7" es un tridngulo que contiene un punto fijo
p € ¥ y cuyo didmetro tiende a 0. Explicar por qué se tiene
ti QD) + aa(T) + as(T) —
Tp area(T)

T = K(p)

y en qué sentido este resultado es consistente con el theorema egregium.
Indicacién : area(T) = [[ . do.



