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EJErcicio 1. La funciéon x —— T2t es continua en R, por lo tanto es localmente
x
integrable. Ya que,
cosT 1
V. R —_—
zER 1424~ 1424

Fee g . T cosz
y —— dx converge, se tiene que —— dz converge absolutamente y por lo
o 14+ 1+

tanto converge.
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Sea f:z+— %. La funcién f es meromorfa en C, con polos simples en ei%, eiaTw7
z
e y T, Sea R> 1 y consideremos el camino vr + Sr en C, donde
[-R;R] — C g, - 0;7] — C
TR t — Y OR: t —  Re' -
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Entonces v es homoétopo a un lazo constante en C y tiene indice 1 con respecto a e’ y
e'1 y indice 0 con respecto a e 1 y e' 2 . Luego, por el teorema de los residuos, se tiene
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es decir :
(1) VR > 07/ f(z)dz+ f(z)dz = W\/Ee_TZ (cos v2 + sen @>
. Sk 2 2 2

Mostremos ahora que leal’_l / f(z)dz = 0. Si |2| = R > 1, entonces |1 + z*| >

|z]* =1 = R*—1> 0, luego . Por lo tanto,

1
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f(2) dz' < TR

. = Ri-1

lo cual implica que lim f(z)dz=0.
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Asi que, si hacemos tender R a +oco en (1) y sacamos la parte real a ambos lados de la
ecuacion, obtenemos que
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EJjERcicio 2. 1. La funcién z ——

es continua en ]0;4oo[, por lo que es local-

x
mente integrable en ese intervalo. Ya que lfr% dx = 1, la funcién g se prolonga por
xTr—

T
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continuidad en 0 y /

dx converge. Para mostrar que /
0

s
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dx converge, es-

senx

dx para A > 7. Siendo de clase C' en [1' A] todas

tudiemos la funcion A — / oh)

las funciones involucradas, una mtegracién por partes da

4 senz —cosxz14 A cosz
de = — > dx.
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Ya que lim =0y dz es (abolutamente) convergente, se tiene que
Astoo A % 2

p A senx sen T
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A—+oo | x xT
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dx existe. Por lo tanto, / dx converge.
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Sin embargo, esa integral no converge abolutamente, pues, para cualquier k € N, el
cambio de variable u = x + k7 muestra que

/(k"'l)7r | sen x| de - /" | sen x| da
kT Z 0 x+km
T
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asi que,
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Eso implica que hm / = 400 y por lo tanto que la integral /

0 T
diverge.

2. a. Ellazo v vade —R a —r en el eje real y después de —r a r siguiendo el semi-circulo
|z] =7, Imz > 0. Luego va de 7 a R en el eje real y después de R a —R en el semi-circulo
lz| = R, Imz > 0.

eiz
b. La funcién f : z — — es holomorfa en C* y, ¥(r, R) € X, el lazo v es hométopo
z

a un lazo constante en C*, asi que,
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c. Utilizando el cambio de variable u = —t en la primera integral, se tiene, V(r, R) € X,
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/ f(z)dz+/ f(z)dz = / —dt—i—/ —dt
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d. Sea R > 0. Se tiene, VR > 0,

7 iRe' ) o .
2Vdz = 67 Z-Rezt dt = i ezR(cost+z sent) dt
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luego, utilizando el cambio de variable u = m — ¢ en la integral / e st gt se tiene
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VR >0, / F(2)dz g/ e Rsent gy 2/2 e Rsent gy
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e. Sea h : [O;ti] : sentR— 2, La funcién h es de clase C? en [0; g] y

TR = cost— 2y K1) = —
Vt€]0,2[,h(t)—cost 7ryh(t)— sent < 0

Luego h’ es una biyeccién continua estrictamente decreciente en [0; g] Ya que A'(0) =
1- % >0y h (g) = —% < 0, la funcién h se anula una sola vez en ]O; 5 [7 digamos en
algtin punto xo € ]0; 5 [ Entonces h es estrictamente creciente en [0; o] y estrictamente
decreciente en [zo; Z]. Ya que h(0) = h (3) =0, h es positiva en [0; 2], es decir que

Vit € [0; E} ,sent > 215.
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f. Sea R > 0. Por la pregunta anterior, Vt € [0; 5], e~ ftsent < e~ Luego, por la

pregunta d,
B ,
VR >0, / f(z)dz SZ/ ei¥tdt:1(1—efR).
TR 0 R
g. La funcion g : z —> % es holomorfa en C* y
e — 1 =
VzeC =i —z"
ze(, 2 1+ nz::z n!z s

lo cual tiende a i cuando z tiende a 0. Asi que la funciéon holomorfa g es acotada en una
vecindad de 0 y por lo tanto tiene una singularidad removible en 0.

h. Ya que g se prolonga a una funcién g holomorfa en todo C y que C es estrellado,
entonces g tiene una primitiva holomorfa G en C. Por lo tanto,

vr > 0,/ g(z)dz = G(—r) — G(r).
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Pero lim[G(—r) — G(r)] = G(0) — G(0) = 0. Ahora, ya que g(z) = f(z) — %, se tiene que
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y por lo tanto h'n%/ f(z)dz = —im.
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i. Por la pregunta f, se tiene que lim / f(2)dz = 0. Luego, por las preguntas b, ¢y
v

o , [T senz . . o senz T
h, podemos escribir que lim 21 dx = im, es decir que dr = —.
r—0,R—+oc0 . X 0 X 2
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EJERcIcIO 3. 1. Justifiquemos primero la convergencia del producto infinito H 1%
—z
k=1
AT
para z € D(0;1). Eso significa, por definicién, que la sucesién (H 1’“) converge
—z
k=1 N>1

en C.Si N >1y z € D(0;1), tenemos

N

L - :Z—ln(l—zk),

k=1

donde In es la funcion definida, para p > 0y 0 € }—g; g [, por In(pe'®) = In(p) + if.
Entonces, para cualquier £ > 1, se tiene

) a1 Ay = S~ E
Vz € D(0;1), —In(1 z)_; >
de tal forma que
Nt kj
VN >1,Vz € D(0;1) 1nH1_Z,c ;]Zl—

Estudiemos entonces la serie doble
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k=1 j=1

Para cualquier k > 2 y cualquier j > 2, se tiene kj > (k + j), asi que, para cualquier
z € D(0;1) y k,j > 2, se tiene |z|* < |z|**7 = |z|¥|z|7. Por lo tanto, utilizando que
Vj>1,- <1, se tiene que
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Por lo tanto, la serie doble Z Z ~— converge absolutamente en D(0;1). En parti-
k=1 j=1
oo
cular, Vz € D(0;1), la serie Z —In(1 - zk) converge y eso implica que, Vz € D(0;1), el
k=1
+oo

producto infinito H 1 L converge y que
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m = exp (Z —ln(l - Zk)) .
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En particular, H - # 0. Se puede observar que la funcién
k=1 l=z
D(0;1) — C
“+ o0
F 1
—

asi definida es holomorfa en D(0;1), pues en cualquier disco cerrado de la forma D(0;r]
con r < 1, F es limite uniforme de una sucesion de funciones holomorfas (la serie doble
anterior converge normalmente y por lo tanto uniformemente en D(0;7]).

Hallemos entonces la expansion en serie de potencias de F en 0. Si N > 1, se tiene,
Vz € D(0;1) y VN > 1,

ﬁ Lo v
k:ll_Zk T l—z 1 =227 T 1 =N
= (I+4z+224+..)Q+224+2"+..)...Q+2"+22+..).

Por definicién de los enteros g(n), el producto de Cauchy de esas N series de potencias
es

N
1
II T = 90 +a(l)z + a(2)z" + ...+ q(N)z" + Bn(2)
k=1
+oo ]
donde By(z) = Z b;N)z] es una serie de potencias cuyo radio de convergencia es > 1 y
J=N+1
cuyos coeficientes dependen de N. Ya que F es holomorfa en D(0;1), tiene una expansion
en serie de potencias en D(0;1):
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donde Z a;7’ es una serie de potencias de radio de convergencia > 1. Entonces, VN > 1
j=0
y Vz € D(0;1),
+o0 1 N 1 N ' +oo .
M-l =2 @-au)+ > @z -Bu).
=t k=1 i=0 j=N+1

El miembro de la izquierda es igual a
—In(1—2") = ) )
k=N+1 k=N41 \j=1 7

el cual solo contiene potencias de z de grado > (N + 1). El término

) ]
Z a;jz’ — Bn(2)

j=N+1

del miembro de la derecha también solo contiene potencias de z de grado > (N +1). Ya
que la igualdad vale para todo z € D(0;1), debemos tener Vj € [0; N], a; = ¢(j). Como
eso vale para todo N > 1, se tiene que

+oo
Vz € D(0;1), F(z) = > q(j)2’.

j=0
2. Sea n > 4 fijo. Consideremos la funciéon

. 0;1—L — R
v [l

x — In(l —z)+ x1n(n)
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1
\/ﬁ} y se tiene, para cualquier x € }0; 1-— {,

n

Esta funcién es de clase C2 en [0; 1-—

1 1
B(z)=———+1 ' (z) = ——— <0.
(2) = =g +1n(n) y h™() e
1
Por lo tanto, A’ es una biyeccién continua, estrictamente decreciente en {O; 1-— T} . Ya
n
1
que W' (0) = In(n) =1 > 0 (pues n > 2) y b’ (1 - 7) = —v/n +1In(n) < 0 (pues
n

n > 1), h se anula una sola vez en ]0; 1-— {, digamos en un punto xo. Entonces h

1
NG
. . . . 1
es estrictamente creciente en [0; zo] y estrictamente decreciente en [mo; 1-— —} . Ya que

N
h(0) =0y

h (1 - %) - —%ln(n) n (1 - %) In(n) = <% - %) In(n) >0

1
(pues n > 4), se tiene que h es positiva en {0; 1-— —], es decir:

v
Vo € [0; 1- %} ,zIn(n) > —In(1 — ).

3. Sea n > 4 fijo. Por continuidad del mo6dulo, se tiene, para cualquier z € D(0;1),

—+o0 —+oo
1
|F(z)| = I I T #0y In|F(2)| = E —In|1 — 2"|. Pero, si z € D(0;1), entonces
k=1 k=1

VE>1,]1— 2" >1— 2% =1- 2",
luego

—In|1 - 2" < —In(1 — |2]")

. . 1
y, por la pregunta 2, se tiene entonces que, si |z] € [0;1 — —|,

NG

Vk>1,—In[1 - 2"| < |z/*In(n).

Por lo tanto, si |z| {O; 1-— } , entonces

L
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+oo
In|F(z)] < Z |z|" In(n) = In(n) T |_Z||Z|
k=1
lo cual implica que, para tal z,
|z]
|F(z)] < "M,
, . L\ 1 :
4. Mostremos primero que, sin > 2, [ 1 — — > —. Para ello, consideremos la
Vn 3e
funcion
11, 4+00] —> R
x — zln(1-1)=zhn(z—-1)-zn(z)
Entonces g es de clase C? en ]1; +00[ y se tiene que
1 1
Va €]1;400[, ¢'(z) = In(xz — 1) — In(x) + P g"(z) = Ta@o1r < 0.

Por lo tanto, g’ es estrictamente decreciente en |1; +o00[. Ya que 11'r_~1_1 g'(z) = 0, se tiene
r—r+oo

que g es positiva en | + 1; +oo[. Por lo tanto, g es creciente en |1; +oo[. En particular,

No
Vn > 2 17L = IV > (VD)
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Pero g(v2) = v2In (1 - %) =1In (1 - \2)@ Luego, Vn > 2,

1\Y" 1\v? 1
1——) >(1——) =~o018>0,122~ —.
(-m) 2(-5) mowszoam=g

Apliquemos entonces las desigualdades de Cauchy a la sucesion (¢(n))nen, es decir a
los coeficientes de la expansiéon en serie de potencias de F' en 0. Para n > 4 fijo, se aplica

la n-ésima desigualdad de Cauchy a F' en el disco cerrado D (O; 1-— 1

N

Squgyﬁ |F(2)]

(n) < n
T

Por la pregunta 3, eso implica que

N
SUP| <1 L () T e\/ﬁln(n)(lfﬁ)
q(n) < 2 < —
(o M (Y

es creciente en [0;1[). Por la pregunta 4, eso

(aqui se utiliz6 que la funcion x — 1 m
implica que

q(n) < e(\/ﬁ—l)ln(n)@e)\/ﬁ
es decir

¢ (n) < (VD) M HVRAHNG) _ eVt
- n



