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Ejercicio 1.Muestre que la integral
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Ejercicio 2. El propósito del ejercicio es mostrar que
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.

1. Muestre que la integral
∫ +∞

0

senx

x
dx converge sin converger absolutamente.

Indicación : Para mostrar que la integral no converge absolutamente, muestre primero

que, ∀k ∈ N,
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2. Sea
X = {(r,R) ∈ ]0; +∞[×]0; +∞[ | r < R}

y sea γ := γ− + γr + γ+ + γR el lazo en C obtenido a partir de los caminos

γ− :
[−R;−r] −→ C

t 7−→ t
, γr :

[0;π] −→ C
t 7−→ rei(π−t)

γ+ :
[r;R] −→ C
t 7−→ t

, γR :
[0;π] −→ C
t 7−→ Reit

.

También se introduce la función f :
C \ {0} −→ C

z 7−→ eiz

z

.

a. Dibuje γ.

b. Muestre que, ∀(r,R) ∈ X,
∫
γ

f(z) dz = 0.

c. Muestre que, ∀(r,R) ∈ X,
∫
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∫
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f(z) dz = 2i

∫ R

r

senx

x
dx.

d. Muestre que, ∀R > 0,
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∣∣∣∣ ≤ 2
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e−R sen tdt.

e. Muestre que, ∀t ∈ [0; π
2

], sen t ≥ 2
π
t.

f. Deduzca de lo anterior que
∣∣∣∣∫
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f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ π

R
(1− e−R).

g. Muestre que la función g :
C \ {0} −→ C

z 7−→ eiz−1
z

tiene una singularidad removible

en 0.

h. Deduzca de lo anterior que, ĺım
r→0

∫
γr

g(z) dz = 0 y que ĺım
r→0

∫
γr

f(z) dz = −iπ.

i. Concluya.

Ejercicio 3.Dado un entero positivo n, una partición de dicho número es una sucesión
1 ≤ n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nk ≤ n de enteros tal que

n = n1 + n2 + · · ·+ nk.
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Por ejemplo, las particiones del número 4 son:

4, 1 + 3, 1 + 1 + 2, 1 + 1 + 1 + 1, 2 + 2.

Sea q (n) el número de particiones de n (se conviene que q(0) = 1). Por ejemplo, vimos
arriba que q(4) = 5. El propósito de este ejercicio es encontrar una cota por encima
no trivial para q (n) utilizando las desigualdades de Cauchy. Para que compare con el
resultado obtenido en este ejercicio, recuerde que Hardy y Ramanujan mostraron que
asintóticamente q (n) se comporta como
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.

1. Sea

F (z) =

+∞∏
k=1

1

1− zk , |z| < 1.

Sin preocuparse por la convergencia de la productoria, muestre que la expansión en serie
de potencias de F en 0 es

F (z) =

+∞∑
n=0

q (n) zn.

2. Sea n ≥ 4 fijo. Muestre que para cualquier x tal que 0 ≤ x ≤ 1− 1√
n
, se cumple la

desigualdad
− ln (1− x) ≤ x ln (n) .

3. Utilize el punto anterior para mostrar que, siempre que n ≥ 4 y 0 ≤ |z| ≤ 1 − 1√
n
,

se tiene
|F (z)| ≤ eln(n)

|z|
1−|z| .

4. Utilizando las desigualdades de Cauchy, muestre que

∀n ≥ 4, q (n) ≤ e(
√
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√
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e
√
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n
.

Indicación: Le puede ser de ayuda en este punto saber que (trate de demostrarlo!)(
1− 1√

n

)√n
≥ 1

3e
, para todo n ≥ 2.


