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EJERcIcIO 1. a. El abierto U es estrellado con respecto al punto 1, pues la tinica forma
que el segmento [1;z] interseque el eje real es si z mismo es real, caso en el cual, por
pertenecer a U, z tiene que ser un real estrictamente positivo, de tal manera que [1; z] no
contiene puntos del intervalo | — co; 0].

La funcién u : (z,y) — % In(2®4y?) es de clase C? en U pues tiene derivadas parciales

de clase C? en U. Ademas,
Pu  Pu_ (@) -0 (@)%
9z2 " 0y (22 +y2)? (22 +y2)2

por lo que u es arménica en U.

b. Para mostrar que, para cualquier z € U,

z _y x
Arg(z) = d d
re(z) /1 ZrE W

donde la integral se toma a lo largo del segmento de 1 a z en C, podemos seguir cualquiera
de los siguientes dos métodos.

Método 1 : Ya que u es armonica en el abierto estrellado U, tiene un tnico conjugado
armoénico v tal que v(1) = 0. Explicitamente,

= Ou ou 2~y T
= ——d — dy = d dy.
v(z) /1 ay ac—i—am Y /1 SN x+x2+y2 Y
Pero, si z = z + iy, entonces u(z,y) = 1In(z® +y*) = In|z| y u es la parte real de la

funcién holomorfa
Ln(z) = In |z| + iArg(2)
(determinacion principal del logaritmo en el abierto estrellado U). En particular, Arg(z)

es un conjugado armonico de u en U. Ya que Arg(l) = 0, tenemos, por unicidad, que
Arg(z) = v(z) para cualquier z € U.

Método 2 : Ya que u es armonica en U, la forma diferencial

Ju ou -y T
——dx+ —dy= d d
oy Tt o™ x? 4 y? m+x2+y2 4

es cerrada en U (eso también se puede verificar directamente). Ya que U es estrellado, esa
forma es exacta en U y el valor de la integral propuesta no depende del camino escogido
entre 1 y z. Sigamos entonces primero el camino ~;(¢) = (1 —¢) + t|z| (con 0 < ¢t < 1)
entre 1y |z| €]0; +oc[ y después el camino v2(t) = |z|e” (con 0 < t < Arg(z)) entre |2| ¥
z. Entonces
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0
= Arg(2).

EJERCICIO 2. a. Se recuerda que, para cualquier z en R? y cualquier R > 0,

// drdy = drea(Dr(z)) = TR,
Dr(2)
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a-1. Ya que Dg (21) C Dprya(22) v |u(z,y)| < M para cualquier (x,y) en R?, se tiene,
para cualquier R > 0,

1 // 1
—3 u(z,y) dedy — —5 // u(z,y) dzdy
mR? DRya(z2) mR? DRr(z1)
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1 // 1
— u(z,y) dedy — —5 // u(z,y) dzdy
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a-2. Ya que |u(z,y)| < M para cualquier (z,y) en R?, se tiene, para cualquier R > 0,
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Por lo tanto,
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Por lo tanto,

1 // 1
— u(z,y) dedy — ———— // u(z,y) dzdy
mR? Dprid(z2) T (R+ d)2 Dprid(z2)

a-3. Sea R > 0. Por la desigualdad triangular, se tiene

z,y) dedy — // u(z,y) dedy
TR? //DR(zl) (R+d Dprya(z2)

z,y) dedy — // (z,y) dzdy
TR? //DR(Zl) TR? DR+d(22)

u(z,y) dedy — 7// u(z,y) drdy
TR? //DRer(zg) (R+d DRyia(z2)

Por las preguntas a-1 y a-2, ambos términos del miembro de la derecha tienden a 0 cuando
R tiende a +oc0. Por lo tanto,

(z,y) dedy — —— // (z,y) dzdy
TR2 //DR,(Zl R+d DR+d(Z2) )

b. Si u es armoénica en R?, entonces cumple con la propiedad del promedio en los discos
DR(zl y Drtd(z2). Es dec1r que, para cualquler R >0,

z,y) dedy =u(z1) y ——— // u(z,y) dedy = u(z2).
TR? //DR(zl) ™ (R + d)2 Dprta(z2)

Por la pregunta a-3, tenemos entonces, si u es acotada, que limp— oo |u(21) — u(22)| =0,
es decir que u(z1) = u(z2). Como z1 y 22 eran arbitrarios, tenemos que u es constante en
R2.
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Bomno. Si f : C — C es una funcion holomorfa y acotada en C, entonces las funciones
Re f e Im f son armoénicas y acotadas (pues |[Re f| < |f] e |Im f| < |f]). Por el teorema
de Liouville para funciones arménicas, Re f y Im f son constantes, lo cual implica que f
es constante.



