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EJERCICIO 1. a. Escribamos z = pe” con p € [0; +00[y 8 € [0;27]. Entonces 2" = p"e
esigual a 1 siysolosi p" =1y nd =0 m(5d27r,esdecirp:1y€:k‘277r con k € Z.
Por lo tanto, las n soluciones distintas de la ecuacion z™ = 1 son los nameros complejos
wr =" conk € {0;...;n — 1}, es decir wo = 1,w; = e wpy = (MDA

b. Podemos caer en cuenta que, para cualquier k € {0;...;n—1}, w, = (w1)*. Ademas,
sin > 2, wi # 1. Por lo tanto,

s 1—wl 0
w0+...+wn,1:2w’f: 1~ =0
k=0

1—w1 N 1—0.)1

EJERCICIO 2. a. Sea P(z,y) = e®cosy vy Q(z,y) = e seny. Entonces P y @ son R-
diferenciables en C (como funciones de dos variables reales). Ademas se tiene

opP e _9Q opP e __9Q
6gc(:c,y)—e Cosy—ay(w,y) y 8y(amy)f«e’( seny) = 89L,(x,y)~

Por lo tanto, se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann para exp = P + i@, de modo
que exp es holomorfa en C.

b. Ya que exp es holomorfa en C, se tiene, para cualquier (z,y) € R2,

/ . opP .0 @ , .
(exp)’(z + iy) = a(%y) + 2873(5571/) = e“(cosy +iseny) = exp(z + iy),

es decir (exp)’(z) = exp z para cualquier 2 € C.

c. Para mostrar que la aplicaciéon holomorfa z — exp(z) es una aplicacién conforme
de C a C*, es suficiente mostrar que (exp)’(z) # 0 en C. Ya que (exp)’(z) = exp z, eso
también demostrara que exp(C) C C*. Consideremos entonces la ecuacion exp z = 0 en C,
es decir

e“(cosy +iseny) =0
para (z,y) € R2. Ya que e® # 0 para x € R, eso s6lo puede ocurrir si cosy + iseny = 0,
lo cual implicaria que |cosy + iseny| = 0, es decir cos?y +sen’y = 0 y eso es absurdo,
pues cos?y +sen?y = 1 # 0. Por lo tanto, expz # 0 en C.

EJERCICIO 3. a. Ya que u es diferenciable, la ecuacion de la recta tangente a la curva de
ecuacion u(z,y) = ¢1 en un punto (xg,yo) de esa curva es

0 0
g (70 0) (@ = 0) + 5 (@0,40) (y = y0) = 0.

De la misma manera, la ecuaciéon de la recta tangente a la curva de ecuaciéon v(z,y) = c2
en un punto (zo,yo) de esa curva es

0 0
9 (70, 0) (@ = 20) + 5 (50,30)(y — o) = 0.

b. Ya que f = u + iv es holomorfa, tenemos, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
ou ov ou ov
7z (0 %0) = @(xo7yo) y @(wo7yo) =~ 55 (@0, %0)-

Por lo tanto, los vectores grad, (xo,yo0) y grad, (zo,yo), que son los vectores normales a
las rectas tangentes a Cq1 y C2 en (xo,¥o), son ortogonales (pues su producto escalar es
0). Eso significa precisamente que C7 y Cs se intersecan de manera ortogonal en (xo,yo).
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EJERCICIO 4. a. Por definicion,

_ 27
/a—/ sen t (fsent)dt+LSt(cost)dt:/ dt = 2.
0

cos? t + sen2t cos?2t + sen?t

g T _2 —y _y27x2+x27y2_0
ox x2 + y2 ay x2 + y2 - ($2 + y2)2 -

en U, por lo que « es cerrada en U. Si « fuese exacta en U, se tendria f,y a = 0, pues 7y es

b. Se tiene

una curva cerrada. Ya que fﬂ/ a =271 # 0, a no es exacta.

EJERCICIO 5. Sea P(z,y) = az® + bx?y + cxy® + dy® un polinomio homogéneo de grado
3 en 2 variables. Se tiene, para cualquier (z,y) € R2,

o*p o*p

AP = z,y T,y
o (@20) + G (@)
= (6az + 2by) + (2cz + 6dy)

(6a + 2c)x + (20 + 6d)y.
6a+2¢c = 0
2b6+6d = 0
géneos de grado 3 en dos variables que son funciones armoénicas en R? son los polinomios
de la forma

Luego AP = 0 en R? si y sélo si { . Por lo tanto, los polinomios homo-

P(z,y) = az® — 3dz?y — 3azy® + dy®
con (a,d) € R?. Verificacion : AP = (6ax — 6dy) + (—6ax + 6dy) = 0.



