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Ejerciciol. Sea R > 0 y sea v
[0;27] — C el camino ¢t — Re®. Cal-
cular 5 [,zdz.

EJeRcICIO 2. Para cada una de las siguien-
tes funciones f : C — C, hallar una suce-
sion (an)nen tal que para cualquier z € C,
flz) = ZOOO anz™ : (1) exp(z), (ii) cos(z),
(iii) sen(z).

EJERCICIO 3. Sea U un abierto de C y
sea f : U — C una funcién continua
en U. Sea 20 € U y sea r > 0 tal que
D(zo0;7) C U. Sea g la funcién del disco
abierto D(zo;7) a C definida por

/fizdw

Mostrar, por un céalculo directo, que g es
holomorfa en D(zo;7) y que

§() = / 2 .

w— z)

Indicacion : calcular g(z + h) — g(z) para
z € D(z0;7) y h pequeno.

Ejercicio4. Sea R > 0 y sea 7yr
[-5;%] — C el camino ¢ — Re™. Di-
bujar la imagen de v y mostrar que
im [ S5 d=0.
R—+o0 YR z

Indicacion : si z = (t), Re(z) > 0.

EJErcicio 5. Sea f : C — D(0;1) una
funcién holomorfa. Mostrar que f es cons-
tante.

EJjErcicio 6. Sea f : C — C una funcién
holomorfa. Se supone que, para cualquier
z € C,

fE+1)=f()y f(z+1i) = f(2).
a. Mostrar que, para cualquier z € C,
existen z € [0;1] v y € [0;1] tal que
fla+iy) = £(2).
b. Se denota K = {(z +1iy € C: (z,y) €
[0;1)%} el cuadrado [0;1] x [0; 1] en R? ~ C.
Mostrar que f|x es acotada y deducir de
la pregunta a que f es acotada en C.
c. Deducir de la pregunta b que f es cons-
tante en C.

EJERCICIO 7. Mostrar que una funciéon ar-
moénica real u : U — R en un abierto

U de C es localmente la parte real de una
funcién holomorfa. Deducir de ello que una
funcién armonica en U es C™ en U.

EJErcicio 8. Sea f : U — C una funcion
de clase C! en un abierto U de C.

a. Escribir la forma difencial compleja
f(2)dz bajo la forma o + i3, donde o y
B son 1-formas diferenciales reales en U.
Indicacion : escribir f = u+ 1w y dz =
dx + idy.

b. Mostrar que a y 8 son cerradas si y sélo
si f es holomorfa.

EJERCICIO 9. Sea U un abierto de C y sea
z0 € U.Sea f:U\{z0} — C una funcion
holomorfa que es acotada en una vecindad
de 20-

a. Mostrar que lim,_,.,(z — 2z0) f(z) = 0.
b. Sea g : U — C la funcién definida por

g(z) = { (z — 20)%f(2) siz# 2

0 siz=2z9

Mostrar que g es holomorfa en U y calcu-
lar g'(zo0).

c. Utilizando una expansiéon de g en se-
rie de potencias en una vecindad de zo,
mostrar que existe una funcién holomor-
fa f: U — C tal que flu\{z03 = [-

EJercicio 10. Sean g y h dos funciones de
clase C' en un abierto U de C. Mostrar
que si T es un tridngulo contenido en U y
90T es su borde (orientado positivamente y
recorrido una sola vez), entonces

9g
/aT gdz+hdz = 21 // <? — £> dxdy.

Indicacion : utilizar la formula de Green-
Riemann en T.

EJErcicio 11. Sea f una funcién entera
para la cual existe ¢ > 0 tal que |f(2)| <
c|z| en C. Consideremos la funciéon g :
C — C definida por

f(zx)=£(0) siz#£0
g(z)_{ £(0) siz=0"

a. Mostrar que g es holomorfa y acotada.
b. Deducir de lo anterior que f es un po-
linomio de grado < 1.

c. (Qué pasa si |f(z)] < ¢|z]" en C?



