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EJercicio 1. Sea A C C un subconjunto
cualquiera.
a. Se define el conjunto

A:={z€C|3e>0,D(ze) CQ}

llamado el interior de A. Mostrar que Aes

abierto en C y que A es abierto en C si y

solo si A = A.

b. Se define el conjunto
A:={2€C|Ve>0,D(z¢e)NQ# 0},

llamado la clausura de A. Mostrar que A
es cerrado en C y que A es cerrado en C si
y solo si A = A.

c. Se define el conjunto 0A := Z\Ao7 llama-
do la frontera de A. Se denota Q¢ := C\ Q
el complemento de Q en C. Mostrar que
0A =0N0°, que 9Q = 0 y que O = 0.

EJERCICIO 2. Sean E y F' dos espacios vec-
toriales complejos y u : K — F una apli-
cacion R-lineal de E a F'. Mostrar que exis-
te un Gnico par (u1,u2) de aplicaciones R-
lineales de ¥ a F tales que :

1. uy : E — F es C-lineal,

2. ug : E — F es C-antilineal,

3. u=1ui + us.

EJERCICIO 3. Sea 2 un abierto de C y sea
E' el conjunto de las funciones de 2 a C
que son R-diferenciables.

a. Mostrar que E es un espacio vectorial
complejo. Indicacion : mostrar que E es un
sub-espacio vectorial del espacio vectorial
complejo F(2; C) de todas las funciones de
QacC.

b. Sean 9 y O los operadores de E a
F(©;C) definidos de tal manera que se
cumpla la relacion df = 0f dz + Of dz (cf.
ejercicio 6 de la hoja 2). Mostrar que 9y 0
son aplicaciones C-lineales de E a F(; C)
y que, si f € C?(;C), entonces

85f:58f:iAf

donde f = P+iQ y Af := AP 4+ iAQ.
Se recuerda que el laplaciano de una fun-
cion g € C*(4R) es la funcion Ag :=
0%y | 2%

ox2 oy2 "

EJERCICIO 4. Sea Q := D(0; R) con R > 0
y sea P : Q — R una funcién armonica en
Q (es decir que P es de clase C? en  y que

AP = 0). Sean (x0,y0) y (z,y) dos pun-
tos de Q y sea R el rectangulo de vértices
(z0,%0) ¥y (z,y) cuyos lados son paralelos
a los ejes real e imaginario de C (notemos
que, debido a la forma particular de 2, se
tiene R C Q).
a. Mostrar que la funcién Q(z,y) :=
;) 9L (z,t)dt — f;o %(s,yg)ds es armoé-
nica en Q y que f := P+ iQ es holomorfa
en ().

b. Sea @(az,y) = - Zog—i(s,y)ds +
;; 92 (20,t) dt. Mostrar que

Qo) - Q) = [[ AP(s,t)dsdt =0
R
e interpretar el resultado.

EJERCICIO 5. Sea P : (z,y) — zy en
Q = R? ~ C. Mostrar que P es armoéni-
ca en C y hallar los conjugados armoénicos
de P.

EJERCICIO 6. Mostrar que la ecuaciéon e* =
0 no tiene soluciones en C y deducir de ello
que la exponencial compleja es una aplica-
cion conforme de C a C*.

EJERCICIO 7. Sea 2 un abierto de R™ y sea
RPL x RP2

(fi(@), fo(z))

Mostrar que f es diferenciable en un pun-
toxg € Qsiysolosi f1 : @ — R y
f2 :  — RP2 ambas son diferenciables en
To Y que, en ese caso, la aplicacion lineal
f(z) € LR™;RP! x RP?) coincide con la
aplicacion lineal v — (f1(z) - v, fo(z) - v).
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EJeRrcicIO 8. Sea K un cuerpo y sean E, F'
y G tres K-espacios vectoriales.
a. Mostrar que la aplicacion

L(E;L(F;G)) — B(E X F;G)
u — bu )

donde B(E x F'; G) es el K-espacio vectorial
de las aplicaciones K-bilineales de E x F a
Gy bu(z,y) = (u(z))(y), es un isomorfis-
mo de K-espacios vectoriales.

b.Si E=F =K", (ei)i<i<n la base cano-
nica y G = K, mostrar que el espacio vec-
torial B(K™ xK"; K) de formas K-bilineales
en n variables es isomorfo a M(n;K) via
la aplicacién b — (b(ei, €5))(,)-
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