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EJErciciOo 1. Sea r > 0y z € C. Se pone
D(z;r)={weC||w—z <r}

D(zir]={weC||w—2z <r}

Mostrar que D(z;r) es un abierto de C y
que D(z;7] es un cerrado de C.

EJERCICIO 2. Sea ) un abierto de C, f y
g dos funciones de © a C, holomorfas en
un punto z de €2, y sea a un nimero com-
plejo. A partir de la definicion de la C-
derivabilidad, demostrar las siguientes afir-
maciones :

a. La funcion (af) es C-derivable en z y
(af)'(2) = af (2).

b. La funcién (f + g) es C-derivable en z
v (f+9)(2) = (=) +g'(2).

c. La funcion fg es C-derivable en z y
(f9)'(2) = F(2)g(2) + F(2)g'(2).

d. Si g(z) # 0 entonces g # 0 en una bola
abierta centrada en z, ademas la funcion
1/g es C-derivable en z y
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e. Si g(z) # 0 entonces g # 0 en una bola

abierta centrada en z, ademas la funcion
f/g es C-derivable en z y

<[)' _ f'(2)9(2) — f(2)d'(2)
(Z) - 2 .
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EjeErcicio 3. (Regla de la cadena) Sea 2
un abierto de C. Sea f : 2 — C una fun-
ci6on, C-derivable en un punto z € €. Sea
Q) es un abierto de C que contiene f(2) y
sea g : ' — C una funcién C-derivable
en w = f(z). Mostrar que go f : Q@ — C
es C-derivable en z y que

(90 )(2) =g (TN (2)

EJERCICIO 4. Mostrar que la funcién f :
z — Z no es holomorfa. Misma pregunta
para las funciones z — Re(z) y z — Im(z).

Mostrar que, sin embargo, esas tres funcio-
nes son diferenciables en el sentido real.

EJjercicio 5. Utilizar las ecuaciones de
Cauchy-Riemann para demostrar que la
funcion z — €° es holomorfa en C y cal-
cular su derivada. Misma pregunta para

las funciones, cos, sen, cosh, senh, z
elcos)? y z — Log(z), la rama principal
del logaritmo complejo. Indicacion : Mos-
trar primero que, para cualquier a € C,
(e**) = ae® y utilizar las férmulas de ti-
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po sen(z) = , etc.

EseRrcicio 6. (Dificil). Sean z = x + iy las
coordenadas canénicas de C, de tal mane-
ra que dz = dx +idy y dz = dx — idy. Si
f:Q Cc R* — C es diferenciable en el
sentido real en algin abierto €2, encontrar
funciones%:ﬁ%@y%:ﬁ%@

tales que
df(z) = %(z)dz + L)z,

Deducir de eso que f es holomorfa en un
punto zo de Q si y sélo si
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Indicacion : escribir f = P 4+ iQ) con
PQ : Q@ — R y utilizar las ecuaciones
de Cauchy-Riemann y el hecho de que si
f es diferenciable en el sentido real, enton-
ces dP = g—}:dm—k%dyy dQ = ’?,—gdx—&—
2Q
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EJERCICIO 7. Sea () un abierto de C y sea
Q={weC|weQ}

a. Mostrar que Q es un abierto de C. Dar
un ejemplo y dibujarlo.

b. Sea f : Q@ — C una funcién holomorfa
en ). Mostrar que la funcién

g:wr+— f(w)
es holomorfa en Q.

EJERCICIO 8. Sea €2 un abierto de R" y sea
f : © — RP una funciéon R-diferenciable
en un punto x = (x1,...,%n) € Q. Se de-
notan f = (fi,..., fp) las componentes de
fy Jacg(z) la matriz, en las bases cano-
nicas de R™ y RP?, de la aplicaciéon lineal
f'(z) : R* — RP. Mostrar que cada f;
admite una derivada parcial con respecto
a cada x; y que

) E)
B—Q(az) Wfi(x)
Jacy(z) = :
af, af,
a—gfl’(a:) aT‘;(w)



