UNIVERSIDAD DE LOS ANDES

VARIABLE COMPLEJA

Hoja de ejercicios 1 : Numeros complejos

2013-11

FLORENT SCHAFFHAUSER

EJercicio 1. Sea C el espacio vectorial
real R?, dotado de su base canénica (1,4)
y de la multiplicaciéon

(z 4+ iy)(u+ ) := (zu — yv) + i(zv + yu).
A continuacién, denotaremos z = 4+ iy y
w=u+ .

a. Mostrar que zw = wz en C y que, si
z # 0 en C, existe w € C tal que zw = 1.
Si 2/ = 2’ + iy’, mostrar que (z + 2" )w =
2w+ 2w y que (22")w = 2(2'w).

b. Recordar la definicién del conjugado z
y del moédulo |z| de un nimero complejo z.
c. Mostrar que Z = z y que z € R si y s6lo
siz =z

d. Mostrar las siguientes propiedades :
1= ‘j% Zztw = Z+ W, ZW = ZW,
Re(z) = 537, Im(2) = 257, [zw| = |2 w],
|z4w| < |z|+|w|, Re(Z) = Re(z) e Im(z) =
—Im(z), donde Re(z) := z e Im(z) := y
denotan respectivamente la parte real y
la parte imaginaria del ntimero complejo
z = +1y.

e. Mostrar que z — Re(z) e z — Im(z) son
aplicaciones R-lineales de C a R.

Ejercicio 2. (Dificil). Sea P € R[X] un
polinomio con coeficientes reales. Sea C' el
cociente y R el resto de la divisién eucli-
diana de P por X2 +1 :

P =(X?+1)C + R, donde grado(R) < 2

(es decir, R = bX +a con a,b € R). Utiliza-
remos la notacion [P] := R. Sea E el con-
junto de los restos de la division euclidiana
por X? +1 en R[X], con suma y multipli-
cacion asi definida : [P1]+ [P2] := [P1 + P2]
v [PIP2] i= (PP,

a. Mostrar que [X]? = —[1].

b. Si [Pl] =bhX+ary [PQ} = b2 X + aa,
expresar [P1][P2] bajo la forma bX + a.

c. Mostrar que la aplicaciéon f : £ — C
definida por f([bX +a]) = a+1b es una bi-
yeccién que cumple con las siguientes pro-
piedades : f([P1]+[P2]) = f([P1])+f([P2]),
F(A][R]) = (P f([P2]) y £(1A)) = 1.

EJercicio 3. Mostrar la féormula de de
Moivre : para cualquier entero n > 1,
(cosf +isent)™ = cos(nf) + isen(nd). Si

denotamos €% := cos® + isenf, mostrar

1
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que €] =1, e = e % =

EJERCICIO 4. Sea Arg(z) €] —m; 7] el argu-
mento principal del nimero complejo z =
|z|eA78(*) (estamos suponiendo z € C\R_)
y sea

arg(z) := {Arg(z) + k27 : k € Z}.

a. Mostrar que arg(z) = arg(w) (como
conjuntos) si y solo si existe z € Z tal que
Arg(z) = Arg(w) + k2.

b. Interpretar y demostrar las siguientes
igualdades : arg(z) = —arg(z), arg(1) =
—arg(z), arg(zw) = arg(z) + arg(w).

c. Mostrar que dos niimeros complejos son
iguales si y s6lo si tienen mismo moédulo y
mismo argumento.

EJjercicio 5. Utilizando la representacion
polar de un nimero complejo, resolver la
ecuaciéon 2% = 1 en C. Mostrar que la su-
ma de las soluciones es 0.

EJERCICIO6. Sea S? = {(X,Y,Z) <
R?* | X2 +Y? + Z? = 1} la esfera unidad
en R? e identifiquemos C con el plano de
ecuacién Z = 0 en R3.

a. Definir y calcular la proyeccién este-
reografica ps : S?\ {S} — C de polo
S :=(0,0,—1). Mostrar que ps es una bi-
yeccién y calcular su inversa.

b. Si px : S?\{NN} es la proyeccién estereo-
grafica de polo N := (0,0, 1), mostrar que,
para cualquier z € C*, ps o py' (2) = 1/Z.
Calcular también pn o pgl.

b. Interpretar geométricamente la trans-
formacion z — % en C*.

EJserRCICIO 7. Si 2 = z + iy € C, definamos
exp(z+1iy) := exp(x)(cos(y)+isen(y)), asi
como cos(z) := w y sen(z) :=
exp(iz)—exp(—iz)

2 :
a. Mostrar que

exp(z + w) = exp(z) exp(w).
b. Mostrar que cos? z + sen” z = 1.

EjErcIcIO 8. Si z € C\ R_, sea Log(z) :=
log |z| + tArg(z) (el valor principal del lo-
garitmo de z).

a. Mostrar que (expoLog)(z) = z.

b. Calcular Log(i) y Log(1 + ¢).

c. Comparar exp(iLog(i)) y Vi, donde
Vre? = \/?e’% es una rama de la funcién

raiz cuadrada en C\ R_.



