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Ejercicio 1. Sea C el espacio vectorial
real R2, dotado de su base canónica (1, i)
y de la multiplicación

(x+ iy)(u+ iv) := (xu− yv) + i(xv+ yu).

A continuación, denotaremos z = x+ iy y
w = u+ iv.
a. Mostrar que zw = wz en C y que, si
z 6= 0 en C, existe w ∈ C tal que zw = 1.
Si z′ = x′ + iy′, mostrar que (z + z′)w =
zw + z′w y que (zz′)w = z(z′w).
b. Recordar la definición del conjugado z
y del módulo |z| de un número complejo z.
c. Mostrar que z = z y que z ∈ R si y sólo
si z = z.
d. Mostrar las siguientes propiedades :
1
z

= z
|z|2 , z + w = z + w, zw = z w,

Re(z) = z+z
2

, Im(z) = z−z
2

, |zw| = |z| |w|,
|z+w| ≤ |z|+|w|, Re(z) = Re(z) e Im(z) =
−Im(z), donde Re(z) := x e Im(z) := y
denotan respectivamente la parte real y
la parte imaginaria del número complejo
z = x+ iy.
e. Mostrar que z 7→ Re(z) e z 7→ Im(z) son
aplicaciones R-lineales de C a R.

Ejercicio 2. (Difícil). Sea P ∈ R[X] un
polinomio con coeficientes reales. Sea C el
cociente y R el resto de la división eucli-
diana de P por X2 + 1 :

P = (X2 + 1)C +R, donde grado(R) < 2

(es decir, R = bX+a con a, b ∈ R). Utiliza-
remos la notación [P ] := R. Sea E el con-
junto de los restos de la división euclidiana
por X2 + 1 en R[X], con suma y multipli-
cación así definida : [P1]+[P2] := [P1+P2]
y [P1][P2] := [P1P2].
a. Mostrar que [X]2 = −[1].
b. Si [P1] = b1X + a1 y [P2] = b2X + a2,
expresar [P1][P2] bajo la forma bX + a.
c. Mostrar que la aplicación f : E → C
definida por f([bX+a]) = a+ ib es una bi-
yección que cumple con las siguientes pro-
piedades : f([P1]+[P2]) = f([P1])+f([P2]),
f([P1][P2]) = f([P1])f([P2]) y f([1]) = 1.

Ejercicio 3. Mostrar la fórmula de de
Moivre : para cualquier entero n ≥ 1,
(cos θ + i sen θ)n = cos(nθ) + i sen(nθ). Si
denotamos eiθ := cos θ + i sen θ, mostrar
que |eiθ| = 1, eiθ = e−iθ = 1

eiθ
.

Ejercicio 4. Sea Arg(z) ∈]−π;π] el argu-
mento principal del número complejo z =
|z|eiArg(z) (estamos suponiendo z ∈ C\R−)
y sea

arg(z) := {Arg(z) + k2π : k ∈ Z}.
a. Mostrar que arg(z) = arg(w) (como
conjuntos) si y sólo si existe z ∈ Z tal que
Arg(z) = Arg(w) + k2π.
b. Interpretar y demostrar las siguientes
igualdades : arg(z) = − arg(z), arg( 1

z
) =

− arg(z), arg(zw) = arg(z) + arg(w).
c. Mostrar que dos números complejos son
iguales si y sólo si tienen mismo módulo y
mismo argumento.

Ejercicio 5. Utilizando la representación
polar de un número complejo, resolver la
ecuación z8 = 1 en C. Mostrar que la su-
ma de las soluciones es 0.

Ejercicio 6. Sea S2 = {(X,Y, Z) ∈
R3 | X2 + Y 2 + Z2 = 1} la esfera unidad
en R3 e identifiquemos C con el plano de
ecuación Z = 0 en R3.
a. Definir y calcular la proyección este-
reográfica pS : S2 \ {S} → C de polo
S := (0, 0,−1). Mostrar que pS es una bi-
yección y calcular su inversa.
b. Si pN : S2\{N} es la proyección estereo-
gráfica de polo N := (0, 0, 1), mostrar que,
para cualquier z ∈ C∗, pS ◦ p−1

N (z) = 1/z.
Calcular también pN ◦ p−1

S .
b. Interpretar geométricamente la trans-
formación z 7→ 1

z
en C∗.

Ejercicio 7. Si z = x+ iy ∈ C, definamos
exp(x+iy) := exp(x)(cos(y)+i sen(y)), así
como cos(z) := exp(iz)+exp(−iz)

2
y sen(z) :=

exp(iz)−exp(−iz)
2i

.
a. Mostrar que

exp(z + w) = exp(z) exp(w).

b. Mostrar que cos2 z + sen2 z = 1.

Ejercicio 8. Si z ∈ C \ R−, sea Log(z) :=
log |z| + iArg(z) (el valor principal del lo-
garitmo de z).
a. Mostrar que (exp ◦Log)(z) = z.
b. Calcular Log(i) y Log(1 + i).
c. Comparar exp( 1

2
Log(i)) y

√
i, donde√

reiθ :=
√
rei

θ
2 es una rama de la función

raiz cuadrada en C \ R−.
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