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EJERcIcIO 1. La hipdtesis significa que
VzeC,|f(z) —w| >e>0.

En particular, f(z) —w # 0 en C y podemos definir una funcién
1
f(z) —w
que es holomorfa en C. Esa funcién entera ademas cumple con que
1

vze G lg(z) < .

g:zr—>

Por el teorema de Liouville, g es constante y por consiguiente f también.

EJERCICIO 2. a. Para cualquier z € C\ {1;2}, se tiene

1 1 1
1z) = (zfl)(sz):zfl—Fsz'

En la corona 0 < |z — 1| < 1, 711 es su propia expansioén en serie de Laurent y

—+oo

1 1 n
2—z:1—(z—1):;(z_1)
asi que la expansion en serie de Laurent de f en la corona 0 < |z — 1| < 1 es
S n_ 1 2 "
f(z):ngl(z—l) = g HIFE-DHE-D )

(en particular, 1 es un polo de f y el residuo de fen 1es 1).

En la corona 1 < |z —1] < 2, z—il es otra vez su propia expansion en serie de Laurent y
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asi que la expansion en serie de Laurent de f en la corona 1 < |z — 1| < 2 es
—+oo
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(notemos que esta expansion en serie de Laurent, por la forma de la corona que escogimos,
no nos da informacién sobre el comportamiento de f alrededor del punto 1 pero si nos
dice que lim|, |40 f(2) = 0).

b. Ya que la funciéon z — exp(1/z) es holomorfa en una vecindad de 1, la funcién
g:z—> % tiene un polo simple en 1 y el residuo en ese punto es

Res(g; 1) = lim (= — 1)g(2) = —e.

Para calcular el residuo de g en 0, recordemos primero que la expansién en serie de
Laurent de una funcién holomorfa en la vecindad de una singularidad aislada es una serie
uniformemente convergente en cualquier circulo 7. contenido en el dominio de holomorfia.
Asi que, en el célculo que sigue, podremos intercambiar sumas e integrales. Para e €]0; 1],
se tiene
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Por el teorema de Cauchy,

1 1 ds — 0 sin—k#1
27 %z"*’C T 1 sin—k=1

pues la funcién z — —2*¢ tiene primitiva holomorfa en un abierto que contiene 7. si y
z

solamente si n — k # 1. Entonces

+oo
1
Res(g;0) = Z e 1.
n=1 :

EJERCICIO 3. a. Mostremos que f0+°° 1‘;# dx = 7. Primero, la integral converge pues
la funcién z —— 1=%9°% es continua (por lo tanto localmente integrable) en R \ {0},
¥ 1

admite una extensién continua a todo R (asi que [, =5¢°% dz converge) y cumple con
|==5522| < 5 (asi que f:olo =t dry f1+°° 1=5¢5% dz convergen absolutamente y por lo
tanto convergen).

Consideremos la funcion f : z — 1;§iz dz, holomorfa en C*, y, parar > 0y R> 0
tales que r < R, el lazo v := y— 4+ v + v+ + YR, obtenido a partir de los caminos

[-R;—-r] — C (05w — C
= t — ot 0 t —s el
. [mR — C . o] —  C
Y+ - t — t YR : t — Reit

Notemos que v es homotopicamente trivial en C, asi que, por el teorema de Cauchy,

Af(z) dz =0.

Ademas, un cambio de variable x = —t en la primera integral muestra que

R4 _ too g
/ f(z)dz + f(z)dz:Q/ wdw N 2/ lﬂdm.
V= T+ r T r—0,R—+00 [ T

. . iz 3
Por otro lado, si |z] = R e Imz > 0, se tiene ‘1 S ’ < 2 asi que
- z — R b

2R
f(z) dzl <
/YR R2 R—+o00
Por fin, al utilizar la expansion en serie de potencias e = 1+ (iz) + “;32 + (Zg,)d +...,se
tiene que
1—e® —i 42 ziz




La funcién
2 i3z
g.z»—)E—l—?—&—...

tiene una primitiva holomorfa G en C, asi que
[ )=o) - 6(-n)
r

y por lo tanto

F(2)dz = —i / L 4G +G(-r) =~ G+ G(~r) — ~7-~G(O)+C(0) = —.

De todo lo anterior deducimos que

/+°°1fcosm T
—— = —.
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b. Mostremos que fo% Hsﬁ df = ”TQ Primero, la integral esta bien definida pues el

integrande es una funcion continua de 6 en el intervalo compacto [0;27]. Al utilizar que,

z

) 1
si z = €%, entonces send = ~—5;=, podemos escribir

27
o 3+senf v 34 = iz 5 22+ 6iz—1
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donde v(t) = €' para t € [0;27]. La funcion g : z — es meromorfa en C,

2
2246iz—1
con polos simples en los puntos z1 = —i(3 — 2v/2) y 22 = —i(3 4+ 2v/2). La curva v es
homotopicamente trivial en C y tiene indice 1 con respecto a z; e indice 0 con respecto a

z2. Luego, por el teorema de los residuos, se tiene que

2
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g(z) dz = 12mRes(g; 21) = 27 = - - - =
/v (z) (6:21) 2=—i(3—2V/2) —6i + 4iv/2 + 6i 2




