UNIVERSIDAD DE LOS ANDES ALGEBRA LINEAL 1 DE HONORES

Solucion de la tarea 1

2013-1 FLORENT SCHAFFHAUSER

Ejercicio I

1. Mostremos que E es un sub-espacio vectorial de RY.
= La sucesién nula cumple con la relacién

(1) Un+2 = Un+1 + Un

por lo que pertence a F.
» Si (Un)nen ¥ (Un)nen son dos sucesiones que cumplen con la relacién (1), entonces

Vn € N, Un42 + Unto = (un+1 + Un) + (Un+1 + 'Un) = (un+1 + 'Un+1) + (Un + Un)

por lo que la sucesién (un)nen + (Vn)nen = (Un + Un)nen también pertenece a E.
» Si (un)nen € E'y XA € R entonces, al multiplicar por A a ambos lados en la relacién
(1), se obtiene que

Vn S N, /\un+2 = /\un+1 =+ )\Un
por lo que la sucesién A(un)nen = (Aun)nen también pertenece a E.
Por lo tanto E es un sub-espacio vectorial de RY. En particular, E es un espacio vectorial.

2. Si (un)nen = (1" )nen es una sucesién geométrica que cumple con la relacién (1) y si
(un)nen no es la sucesién nula (es decir si 7 # 0 y g # 0), entonces la razén ¢ de (un)nen
cumple con la ecuacion

¢ =q+1.
Por lo tanto, ¢ = 1"'2\/5 0q= 1_2‘/3. Luego,
o (M57) 0w (50)
Un = UQ 2 O Un = Uo 9

para cualquier n € N.

3. Mostremos que los vectores (an = @™ )nen y (bn = 8" )nen son linealmente independien-
tes en E. Notemos que, por la pregunta 2, estos dos vectores si pertenecen a E pues son
sucesiones geométricas cuyas razones cumplen con la ecuacién ¢ = ¢ + 1, por definicién
de o y B. Sea (\, 1) € R? tal que, para cualquier n € N, Aa,, + ub, = 0. Al considerar los
casos n =0y n =1, se obtiene el sistema

At
(2) {a)\—F/BM

0
0

. 1 1 . . .
Ya que la matrix (a ) es invertible (pues es una matriz 2 X 2 cuyas columnas no son

B
proporcionales, pues « # [3), se tiene que la unica solucién del sistema (2) es (A, 1) = (0,0).
Por lo tanto, (an)nen y (bn)nen son linealmente independientes en E.

4. Mostremos que, para cualquier sucesién (un)nen en E, existen A y p en R tal que, para
cualquier n € N, u, = Aa, + puby,. Si existe tal pareja (A, 1), entonces en particular

Adp = uo
(3) { aX+ Bu Ul
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Pero, ya que la matrix (a ) es invertible, el sistema (3) tiene una solucién tunica.

B

Consideremos entonces, dado una sucesiéon (un)neny en E, la pareja (A, u) solucién del
sistema (3). Vamos a demostrar por induccién que, para cualquier n € N, se tiene

Up = Ay + Mbn-

Esta relacién se cumple para n = 0 y n = 1 por definicién de A y p. Supongamos ahora
que se cumple la hipétesis de inducciéon en rango n y en rango n + 1 y demostremos que
se cumple en rango n + 2. Ya que

Un+2 = Un+1 + Un,

se tiene (por hipétesis de induccién) que

Un+2 - (Aan—kl + /Lb'nn}—l) + ()\an + ﬂbn)
A(an—Q—l + an) + /l(bn+1 + bn)
= Aany2 + pbny2

va que (an)nen ¥ (bn)nen cumplen con la relacién (1). Eso termina la induccién.

5. Por las preguntas 3 y 4, la familia ((an)nen, (bn)nen) es una familia libre y generadora
de E. Luego es una base, que contiene dos vectores de E. Por lo tanto, la dimensién de E
es igual a 2.

Ejercicio IT
1. Mostremos que u(F1) es un sub-espacio vectorial de Es:
» Op, € u(F1) pues Og, € F1 y u(0g, ) = 0g,.
» siy € u(F) yy €u(F1), entonces existen x € Fy y 2’ € Fy tales que y = u(z) y
y' = u(z'). Luego y + 3" = u(z) + u(z') = u(z + 2’). Ya que Fi es un sub-espacio
vectorial de E1, se tiene que (z + ') € F1, luego (y +y') € u(F1).
» de la misma manera, si y = u(z) € u(F1) y A € R, entonces Ay = \u(z) = u(Az) €
u(F1) pues Az € Fi.

2. Mostremos que ufl(Fg) es un sub-espacio vectorial de Fj.

» 0p, € u '(F2) pues u(0g,) = O, € Fb.

s siz € uT () y 2 € uTt(Fy), entonces u(x) € Fr y u(x’) € Fo. Al ser Fy un
sub-espacio vectorial de Fa, se tiene que u(x + z') = u(z) + u(z’) € F», lo cual
significa que (z +2') € u™ ' (F2).

= de la misma manera, si € u"'(F2) y A € R, entonces u(\zx) = Au(z) € F» luego
e € uH(F) .



