UNIVERSIDAD DE LOS ANDES ALGEBRA LINEAL 1 DE HONORES

Solucion del examen final

2013-1 FLORENT SCHAFFHAUSER

Ejercicio I

1. Se tiene A {ﬂ =38 E], as{ que 8 es valor propio de A y Es := ker(A — 35) =

Vect ({ﬂ ) El otro valor propio estrA —8 =2y A — 2, = B 2] ~ [(1) (1)]7 asi que

E5 :=ker(A — 2I5) = Vect ([*ﬂ )

VR uE (8 0 . -
Se pone entonces C = L/ﬂ 1/V3 y D= {0 2} y se tiene, por un lado, C*C =

I, asi que C es ortogonal y, por otro lado, AC = C'D (por lo anterior), asi que C*AC = D.
2. Sea C la cénica de ecuacién 5z% + 6zy + 5y? = 8. La ecuacién también se escribe

[z y]A B], donde A es la matriz anterior. Ya que el producto de los valores propios

de A es 16 > 0, la curva C es una elipse. Si ponemos {ﬂ = C* [2]7 la ecuacién de C se

vuelve u? + ’2’—2 =1, lo cual es la ecuacién de una elipse de eje mayor u = 0 (longitud del
eje mayor: 4) y de eje menor v = 0 (longitud del eje menor : 2). En el marco (z,y), el eje
v = 0 es la recta de ecuacién y = z: es la imagen de la recta de ecuacién y = 0 por la

rotacién C' = E;g _11/\/52 , que es la rotacién directa de dngulo 7.

Ejercicio 1I
1. Se tiene A® = A, asf que A es hermitian (A* = A). Una matriz unitaria es una matriz
U tal que U*U = I,,. En particular, tal U es invertible y U™ = U*.

2. Busquemos los valores propios de A. Ya que el producto de sas es igual a det(A) = 0,
A tiene un valor propio nulo. El otro es tr(A) — 0 = 2. Se verifica entonces que ker A =

([ 3] = o []) -t =[] e 2] ). s -

—i/vV2  i/V2 _fo o wrr -
[1/\/5 1/\/§ y D = 0o 2| Entonces U*U = Iz, por lo que U es unitaria y, por

definicién de U y D, se tiene AU = UD, asi que U AU = D.

Ejercicio IIT

1. La matriz A no es diagonalizable pues tiene un solo valor propio y no es multiple de la
identidad.

o o
o o
o oo

2.a.Yaque B=A-2I5 = , se tiene B2 = y B3 =0, por

o O =
o= o O
o O O

lo que B es nilpotente de indice 3.

b. Ya que dimker B = 2 y el indice de nilpotencia de B es igual a 3, sabemos que
la forma reducida de Jordan de B tiene exactamente 2 bloques de Jordan y tiene por lo
menos un bloque de tamano 3. Ya que B es de tamano 4 X 4, la forma reducida de Jordan
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de B necesariamente es (salvo permutaciones de los bloques)

01 0 0
01 0

Ap = 0 0
0

(un bloque de Jordan nilpotente de tamafio 3 y un bloque de Jordan nilpotente de tamano
1).

Para hallar C invertible tal que C"'!BC = Ap, se busca una base de Jordan para el
endomorfismo u asociado a B en la base canénica (e, ez, e3,e4) de C*. Recordamos que

{0} ¢ keru & keru® ¢ keru®
I U u I
{0} ¢ Imu?* ¢ Imu ¢ C.

Primer paso: busquemos una base de Imu?, cada vector bajo la forma u> (z). Por la
forma que tiene B? arriba, se tiene rgu® = 1 e Imu® = Vect(u?(e4)).

Segundo paso: completemos la familia libre (u?(e4), u(e4)) en una base de Im u. Puesto
que rgu =1g B = 2, (u?(es),u(es)) ya es una base de Imu y no hay que completarla.

Tercer paso: Para completar la familia libre (u?(e4), u(e4), e4) en una base de C*, es sufi-
ciente completar u?(e4) € Imu? C ker u en una base de ker u. Se tiene ker u = Vect(ey, e2)
y u?(e4) = e1. Por lo tanto, (u*(es), e2) es una base de ker u.

Conclusién: el teorema de reducciéon de endomorfismos nilpotentes de Jortdan nos per-
mite afirmar que (u?(eq),u(eq),eq,e2) es una base de C*. Es esta base, la matriz de u

1 0 0 O
. . . 0 0 0 1 _1
es igual a Ap. Explicitamente, si ponemos C' = 010 0 entonces C~"CB = Agp.
0 0 1 O
1 0 0 O
. . 1 __ 10 0 1 0
Para verificarlo, nétese que C~" = C*" = 00 0 1l°
0 1 0 O
3. La forma reducida de Jordan de la matriz B = A — 2[5 es Ap. Por lo tanto, la forma
2 1 0 O
. . 2 1 0
reducida de Jordan A de la matriz A = B + 215 es Aqa = Ap + 2[5 = 2 0
2

Ejercicio IV

1. Verdadero. La aplicacién (f,g) — (f|g) := f_ll f(t) g(t) dt es bilineal y simétrica en
f vy g. Falta verificar que es definida positiva. Si f : [-1;1] — R es continua y cumple
con fjl f2(t) dt = 0, entonces por continuidad de f? eso implica que f*> =0 en [~1;1], es
decir f = 0 en ese intervalo.

2. Verdadero. Si A es nilpotente, entonces su unico valor propio es 0. Luego, si A también
es diagonalizable, es igual a 0 por la identidad, es decir a la matriz nula.

3. Verdadero. La matriz aumentada del sistema es

1 1 1 1 1 1 1|2 1 1 1|2
1 -1 0| -2 |~10 2 1|3 |~|0 2 1|3
2 0 1]-1 0 2 1|3 0 0 010

asi que el sistema tiene una cantidad infinita de soluciones.



