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1. F(U) es un espacio vectorial complejo. Si V C U, el homomorfismo de restriccion de
FU) a F(V)esy— y|lv, por lo que se cumplen los axiomas de un haz para el prehaz
F.

2. Por un teorema de Cauchy, existe, para cualquier z € C, un abierto U 3 = y un 4nico
germen de funcién holomorfa y. : U — C tal que y, = fy. y y.(x) = 2. La aplicacién
z — pz(y2) es un inverso lineal de ®,.

3. Si dos soluciones de una ecuacion diferencial coinciden en un punto, entonces coinciden
en una vecindad de ese punto. Luego, el conjunto

A={z€eU|y(z) =y2a2)}

es abierto (y no vacio por la hipotesis de la pregunta). Ya que A también es cerrado y U
es conexo, A=Uyyr =y2en U.

4. a. Sea yo : Up — C una solucién de la ecuacion (1) y' = fy tal que py0)(%0) = ¥o.
Para cualquier ¢t € [0;1] y cualquier condicién inicial ¢, € F (), existe una solucién local
ye : Uy — C tal que p,4)(y:) = @¢. Luego, por compacidad del intervalo [0; 1], existe una
extension de yo a una vecindad de v([0; 1]) en C. Esta extension define un levantamiento
(t) := pyy(ye) de v a X+ tal que 7(0) = wo.

b. Por la pregunta 3., el haz F cumple con el principio de monodromia, por lo que el
levantamiento es tinico.

5. a. Es claro que x(v) es una aplicacion lineal. Si«y y 1 son dos lazo basados en 1 (de
hecho, basta que 1n(1) = v(0)) la extension de un germen de soluciéon de (1) a lo largo de
1y después a lo largo de v es lo mismo que la extensién de ese germen a lo largo de v *n.
Luego x(v*n) = x(7) o x(n)-
b. Notemos primero que si F' es una primitiva de f en un abierto U, entonces expo F' es
una solucion de (1) ya que
(expoF) = F'(expoF) = f (expo F).

Por definiciéon de M\,

e = N\pef = x(70) - efo

siy solo si eft = 45(1) donde 75 es el tnico levantamiento de 7o a X tal que 50(0) = .
Pero o = n2 * m1 donde n1(t) = €™ y n2(t) = e ™, ¢t € [0;1]. Ya que Fy coincide con
F1 en un vecindad de —1 = n;1(1) = 12(0), las soluciones de (1) correspondientes tienen el
mismo germen en -1. Pero la extension de ese germen a lo largo de n; ! da e (ya que Fy
esté definida en una vecindad de 7:([0;1])) y la extension de ese germen a lo largo de 72
da et (por la misma razon). Luego x(7o) - e = efL.

c. La igualdad de gérmenes ef* = Xgef® en F; implica la igualdad (expo F1)(1) =
Ao (expo Fo)(1) en C.

d. En la notacion anterior,

/{Of(z)dz:/m f(z)dz+/n2f(z)dz

y estas dos integrales se pueden calcular utlizando las primitivas Fp y F} respectivamente.

/ f@dz = (Fo(m(1) — Fo(m(0)) + (Fi(m(1) - Fi(1(0)))

(Fo(=1) = Fo(1)) + (Fu(1) — Fa(—1)).
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Ya que Fo(—1) = Fi(—1), se obtiene
exp (/ f(z) dz) = exp (Fi(1) — Fo(1))

(expoF1)(1)
(expoFp)(1)

= Jo.
Observacion: la conclusion del problema es que la representaciéon y sélo depende del
residuo en su tnico polo del coeficiente f en la ecuacion (1). Esto constituye la primera
utilizaciéon que se hace en el problema de propiedades holomorfas (hasta ahora, sélo se
habia utilizado la teoria de ecuaciones diferenciales).

e. Si f(z) =LenC*, fwa f(2)dz = 2, luego Ao = €™ =1y x(k) = k x x(1) = k (pues
Ao = x(1)).



