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Ejercicio 1
Sea X una superficie de Riemann compacta y conexa.

1. Sea f ∈M(X) \ {0} (una función meromorfa no identicamente nula en X).

a. Mostrar que, teniendo en cuenta sus respectivas multiplicidades, f tiene tantos ceros
como polos en X.

b. Recordar la definición del divisor Df : X −→ Z asociado a f ∈ M(X) \ {0}. Mostrar
que Df tiene grado 0.

2. Sea D un divisor en X y sea OD el haz definido, en cada abierto U de X, por

OD(U) = {g ∈M(U) | ∀x ∈ U, Dg(x) ≥ −D(x)}
(se recuerda que si g ≡ 0 en U , se pone Dg(x) = +∞ para cualquier x ∈ U , de tal manera
que siempre se tiene 0 ∈ OD(U)).

a. Sea D′ otro divisor en X, de tal manera que D′ − D = Df para alguna función
meromorfa f ∈M(X) \ {0}. Exhibir un isomorfismo entre OD′(U) y OD(U).

b. Supongamos que grado(D) < 0. Mostrar que H0(X;OD) = {0}.

Ejercicio 2
Sea X una superficie de Riemann conexa. Sea A el haz de funciones C∞ en X y sea A∗
el haz de funciones C∞ que no se anulan en X.

1. Mostrar que el homorfismo de haces

A(U) −→ A∗(U)
f 7−→ exp(i2πf)

da lugar a la sucesión exacta corta de haces

0 −→ Z −→ A −→ A∗ −→ 1.

2. Mostrar que se tiene una sucesión exacta

(1) H1(X;A) −→ H1(X;A∗) −→ H2(X;Z).

3. Sea U = (Ui)i∈I un cubrimiento abierto localmente finito de X y sea (ψi)i∈I una
partición de la unidad suave subordinada al cubrimiento U :

(1) ψi ∈ A(Ui) y supp(ψi) ⊂ Ui,
(2)

∑
i∈I ψi = 1.

Sea (fij)(i,j)∈I×I ∈ Z1(U ;A) un 1-cociclo con valores en A y sea

gi =
∑
k∈I

ψkfik.

Mostrar que gi ∈ A(Ui) y que gi − gj = fij en Ui ∩ Uj .

4. Se denota δ el homomorfismo de H1(X;A∗) a H2(X;Z) en la sucesión exacta (1).
Mostrar que dos fibrados en rectas suaves L1 y L2 en X son isomorfos si y sólo si δ(L1) =
δ(L2).
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