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Ejercicio 1. Mostrar que una superficie
de Riemann es una variedad diferenciable
orientable.

Ejercicio 2. Sea

Γ = Zw1 + Zw2 ⊂ C

un retículo de C (en particular, C = Rw1+
Rw2) y sea

f :
C −→ S1 × S1

λw1 + µw2 7−→ (ei2πλ, ei2πµ)
.

Mostrar que f induce un homeomorfismo
de C/Γ sobre el toro S1 × S1 y que este
homeomorfismo es un isomorfismo de gru-
pos.

Ejercicio 3. a. Sea g : C → C una biyec-
ción holomorfa tal que g(0) = 0. Mostrar
que la función h : w ∈ C∗ 7→ 1

g(1/w)
se

extende a una biyección holomorfa de C
sobre C.
b. Mostrar que el grupo de automorfismos
de C es {z 7→ αz + β : α, β ∈ C, α 6= 0}.
Indicación : Se podrá mostrar que, si f ∈
Aut(C), ĺım|z|→+∞

f(z)−f(0)
z

es finito.
c. Identificar este grupo con el producto
semi-directo CoC∗, donde C∗ actúa sobre
C por α · β = αβ.

Ejercicio 4. a.Mostrar que el grupo de
automorfismos de

D = {z ∈ C | |z| < 1}

es{
z 7→ az + b

bz + a
: a, b ∈ C, |a|2 − |b|2 > 0

}
.

Indicación : Mostrar primero que este gru-
po está contenido en Aut(D) y utilizar una
transformación bien escogida en este gru-
po para ponerse en la situación del lema
de Schwarz.
b. Identificar este grupo con

PSU(1, 1) := SU(1, 1)/{±Id}.

Indicación : Recordar que SU(1, 1) ={(
a b

b a

)
: a, b ∈ C, |a|2 − |b|2 = 1

}
es el grupo de isometrías de C2 con la mé-
trica h(u, v) = −u1v1 + u2v2 que además
tienen determinante 1.

Ejercicio 5. a. Mostrar que la transfor-
mación de Cayley

C −→ C
z 7−→ z−i

z+i

envía el semi-plano de Poincaré

H = {z ∈ C : Im z > 0}
al disco unidad D.
b. Deducir de lo anterior que el grupo de
automorfismos de H es{
z 7→ az + b

cz + d
: a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0

}
.

c. Identificar este grupo con

PGL+(2;R) := GL+(2;R)/R∗.

Ejercicio 6. a. Mostrar que el grupo de
automorfismos de la esfera de Riemann es{
z 7→ az + b

cz + d
: a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0

}
.

Indicación : Mostrar primero que este gru-
po está contenido en Aut(CP1) y utilizar
una transformación bien escogida en este
grupo para definir un automorfismo de C,
luego utilizar el ejercicio 3.
b. Identificar este grupo con

PGL(2;C) := GL(2;C)/C∗.

Ejercicio 7. a. Mostrar que se tienen los
siguientes isomorfismos : PGL(2;C) '
PSL(2;C) donde

PSL(2;C) := SL(2;C)/{±Id};
PGL+(2;R) ' PSL(2;R) donde

PSL(2;R) := SL(2;R)/{±Id};
PU(1, 1) ' PSU(1, 1) donde U(1, 1) es el
grupo de isometrías de C2 con la métri-
ca h(u, v) = −u1v1 + u2v2 y PU(1, 1) :=
U(1, 1)/S1.
b. Mostrar que SU(1, 1) ' SL(2;R).

Ejercicio 8. (Difícil) Mostrar que un re-
tículo Γ de C tiene una base de la forma
(u, τu) donde τ es un número complejo que
satisface Im τ > 0, − 1

2
< Re τ ≤ 1

2
, |τ | ≥ 1

y, si |τ | = 1, entonces Re τ ≥ 0. Dibujar
la zona C conformada de los τ que cum-
plen con estas condiciones y mostrar que
es un dominio fundamental para la acción
de PSL2(Z) sobre H. Referencia : Ahlfors,
Complex Analysis, Cáp 7.
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