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Ejercicio 1. Sea f una función meromor-
fa sobre un abierto U de C y sea z0 un polo
de f en U .
a. Mostrar que existe una función holomor-
fa h : D(z0, R) → C y un único entero
n > 0 tal que h(z0) 6= 0 y, si z 6= z0,

f(z) =
h(z)

(z − z0)n
·

El entero n se llama el orden del polo z0.
Indicación: Se podrá expander 1/f en se-
rie de potencias alrededor de z0.
b. Mostrar que si z0 es un polo de orden
n de f , entonces existen un R > 0 y una
sucesión (ak)k≥−n de números complejos
tales que, para cualquier r ∈]0;R[, se tie-
ne : si z ∈ U es tal que r < |z − z0| < R,
entonces

f(z) =
a−n

(z − z0)n
+ · · ·+ a−1

z − z0

+

+∞∑
k=0

ak(z − z0)k

con a−n 6= 0. Semejante expansión se lla-
ma una expansión en serie de Lau-
rent de f alrededor de z0. La parte
a−n

(z−z0)n
+· · ·+ a−1

z−z0
se llama la parte prin-

cipal de f en z0.

Ejercicio 2. Sea f una función meromor-
fa sobre un abierto U de C y sea D(z0; r]
un disco cerrado contenido en U .
a. Mostrar que f tiene un número finito de
polos y de ceros en D(z0; r].
b. Se nota

Z(f) = {c1, · · · , ck}
el conjunto de ceros de f en D(z0; r] y
ord(ci) el orden del cero ci. De manera si-
milar, se nota

P (f) = {p1, · · · , pl}
el conjunto de polos de f en D(z0; r] y
ord(pj) el orden del polo pj . Mostrar que
si Z(f) y P (f) están contenidos en el disco
abierto D(z0; r), entonces

1

2iπ

∫
γ(z0;r)

f ′(z)

f(z)
dz

=

k∑
i=1

ord(ci)−
l∑

j=1

ord(pj).

Ejercicio 3. Se considera la siguiente re-
lación de equivalencia sobre C2 \ {(0, 0)}:
(z0, z1) ∼ (w0, w1) si existe λ ∈ C∗ tal que
(z0, z1) = (λw0, λw1). Se denota [z0, z1] la
clase de equivalencia de (z0, z1) por esta
relación y CP1 el espacio topológico

C2 \ {(0, 0)}/ ∼

(con la topología cociente). Este espacio se
llama la recta proyectiva compleja.
a. Sea

Vi = {[z0, z1] ∈ CP1 | zi 6= 0}

para i = 1, 2. Mostrar que Vi es un abierto
de CP1 y que las aplicaciones

ψ0 :

{
V0 −→ C

[z0, z1] 7−→ z1
z0

y

ψ1 :

{
V1 −→ C

[z0, z1] 7−→ z0
z1

son homeomorfismos de Vi sobre C.
b. Mostrar que las funciones de transición
del cubrimiento V0∪V1 = CP1 así definido
son holomorfas.
c. Se usa la notación introducida en clase.
Mostrar que existe una biyección biholo-
morfa

f : Ĉ = C ∪ {∞} −→ CP1

(es decir, una aplicación continua f tal que
ψj◦f ◦ϕ−1

i es holomorfa para cualquier par
(i, j) que cumpla f(Ui) ⊂ Vj).

Ejercicio 4. Se propone determinar las
funciones meromorfas sobre CP1.
a. Mostrar que una fracción racional P/Q,
donde P y Q son polinomios con coefi-
cientes complejos, define una función me-
romorfa sobre CP1.
b. Sea f : CP1 → CP1 una aplicación ho-
lomorfa (=una función meromorfa sobre
CP1). Mostrar que f es una función ra-
cional (es decir, proviene de una fracción
racional como en el punto anterior). Indi-
cación: Se podrá suponer que ∞ no es un
polo de f (si es un polo, considerar 1/f) y
mostrar que la expresión f−(h1+· · ·+hs),
donde s es el número de polos de f en CP1

y hj la parte principal de f en el polo pj ,
define una función holomorfa sobre CP1.
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