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EJERCICIO 1. Sea
v:(te[0;1]) — 2kt
donde k € Z. Mostrar que

L[y

Zim J, 2
Interpretar el resultado. Esta integral se
llama el indice del camino ~ alrededor de
0.

EJERCICIO 2. Se identifica € con R? de
la manera estandar (C = R @ iR). Mos-
trar que una funcién holomorfa f : U C
C — R? define una funcién diferenciable
f:U C R? = R?. ;Cual es la matriz jaco-
biana de f en un punto zo € U? Mostrar
que una funcién f : U C R? - R? ~ C es
holomorfa si y s6lo si es diferenciable en el
sentido real y su jacobiana es una matriz
de similitud M = (_“b Z) a,b € R. De-
ducir de eso que f = P+iQ : U CR> - C
es holomorfa si y sélo si se cumplen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann:

el
g%(x,y) = —%(zy)
P(zy) = Ly

EJERCICIO 3. Sean z = z + iy las coor-
denadas canonicas de C, de tal manera
que dz = dr + idy y dz = dx — idy. Si
f:U C R?  C es diferenciable en el sen-
tido real, encontrar funciones % U —=C

y%:U—HCtalesque

7' =Y+ Y oym

2 oz
Deducir de eso que f es holomorfa en un
punto zo de U si y solo si %(zo) = 0. In-

dicacion: escribir f = P + iQ con P,Q :
U — Ry utilizar las ecuaciones de Cauchy-
Riemann.

EJjERcICIO 4 (DESIGUALDADES DE CAUCHY).
Si f: U — C es holomorfa sobre U y si
:::’O an(z — z0)™ es su expansion en serie
de potencias en una vecindad de zy € U,
mostrar las desigualdades de Cauchy :

1
nl < — A .
lan| < Lmax If(2)]

EJjErcICIO 5 (TEOREMA DE LIOUVILLE).
Mostrar que si f : C — C es una funcion
entera (= una funcién holomorfa sobre to-
do C) y si f es acotada (IM € R |Vz €
C,|f(2)] < M), entonces f es constan-
te. Indicacidn: Utilizar la desigualdad de
Cauchy para n = 1 para demostrar que
f' = 0 sobre C.

EJjErcICIO 6 (TEOREMA DE GAUSS). De-
ducir del teorema de Liouville que C es al-
gebraicamente cerrado (=todo polinomio
P € CJz] que no es constante necesaria-
mente tiene una raiz).

EJjEercicio 7. Deducir el principio del ma-
ximo a partir del teorema de la aplicacion
abierta.

EJErcicio 8. Sea f : U — C una fun-
cion holomorfa sobre un abierto U de C
y supongamos que f es biyectiva. Mostrar
que f~! es holomorfa. Indicacion: Se po-
dré utilizar la forma normal local de una
funcién holomorfa.

EJERCICIO 9. Sea f una funcién holomorfa
sobre un abierto U de C' y sea zp un cero
de f en U. Mostrar que existe una funcién
holomorfa h : D(z9, R) — C y un tunico
entero n > 0 tal que h(z9) #0y

f(2) = (z = 20)"h(2).
El entero n se llama el orden del cero zp.
Esercicio 10 (LEMA DE SCHWARZ). Sea
D = {z € C||z| < 1} el disco unidad de C
y sea

f:D—1D

una funcién holomorfa tal que f(0) = 0.
a. Mostrar que

Vz € D,|f(2)] < |zl

b. Mostrar que si existe zo € D\ {0} tal
que |f(z0)| = |z0|, entonces existe a € C
de modulo |a] =1 tal que

Vz €D, f(z) =az
(es decir, f es una rotacion).
EJeErcicio 11. Sea U un abierto conexo de
C y sea O(U) el conjunto de funciones ho-

lomorfas sobre U. Mostrar que O(U) es un
anillo de integridad.



