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Ejercicio 1. Sea

γ :
(
t ∈ [0; 1]

)
7→ ei2kπt,

donde k ∈ Z. Mostrar que

1

2iπ

∫
γ

dz

z
= k.

Interpretar el resultado. Esta integral se
llama el índice del camino γ alrededor de
0.

Ejercicio 2. Se identifica C con R2 de
la manera estándar (C = R ⊕ iR). Mos-
trar que una función holomorfa f : U ⊂
C → R2 define una función diferenciable
f : U ⊂ R2 → R2. ¿Cuál es la matriz jaco-
biana de f en un punto z0 ∈ U? Mostrar
que una función f : U ⊂ R2 → R2 ' C es
holomorfa si y sólo si es diferenciable en el
sentido real y su jacobiana es una matriz

de similitud M =

(
a b
−b a

)
, a, b ∈ R. De-

ducir de eso que f = P + iQ : U ⊂ R2 → C
es holomorfa si y sólo si se cumplen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann:

{
∂Q
∂x

(x, y) = − ∂P
∂y

(x, y)
∂Q
∂y

(x, y) = ∂P
∂x

(x, y)

Ejercicio 3. Sean z = x + iy las coor-
denadas canónicas de C, de tal manera
que dz = dx + idy y dz = dx − idy. Si
f : U ⊂ R2 → C es diferenciable en el sen-
tido real, encontrar funciones ∂f

∂z
: U → C

y ∂f
∂z

: U → C tales que

f ′(z) =
∂f

∂z
(z)dz +

∂f

∂z
(z)dz.

Deducir de eso que f es holomorfa en un
punto z0 de U si y sólo si ∂f

∂z
(z0) = 0. In-

dicación: escribir f = P + iQ con P,Q :
U → R y utilizar las ecuaciones de Cauchy-
Riemann.

Ejercicio 4 (Desigualdades deCauchy).
Si f : U → C es holomorfa sobre U y si∑+∞
n=0 an(z− z0)n es su expansión en serie

de potencias en una vecindad de z0 ∈ U ,
mostrar las desigualdades de Cauchy :

|an| ≤
1

rn
máx

z∈C(z0;r)
|f(z)| .

Ejercicio 5 (Teorema de Liouville).
Mostrar que si f : C → C es una función
entera (= una función holomorfa sobre to-
do C) y si f es acotada (∃M ∈ R | ∀ z ∈
C, |f(z)| ≤ M), entonces f es constan-
te. Indicación: Utilizar la desigualdad de
Cauchy para n = 1 para demostrar que
f ′ = 0 sobre C.

Ejercicio 6 (Teorema de Gauss). De-
ducir del teorema de Liouville que C es al-
gebraicamente cerrado (=todo polinomio
P ∈ C[z] que no es constante necesaria-
mente tiene una raíz).

Ejercicio 7. Deducir el principio del má-
ximo a partir del teorema de la aplicación
abierta.

Ejercicio 8. Sea f : U → C una fun-
ción holomorfa sobre un abierto U de C
y supongamos que f es biyectiva. Mostrar
que f−1 es holomorfa. Indicación: Se po-
drá utilizar la forma normal local de una
función holomorfa.

Ejercicio 9. Sea f una función holomorfa
sobre un abierto U de C y sea z0 un cero
de f en U . Mostrar que existe una función
holomorfa h : D(z0, R) → C y un único
entero n > 0 tal que h(z0) 6= 0 y

f(z) = (z − z0)nh(z).

El entero n se llama el orden del cero z0.

Ejercicio 10 (Lema de Schwarz). Sea
D = {z ∈ C | |z| < 1} el disco unidad de C
y sea

f : D −→ D
una función holomorfa tal que f(0) = 0.
a. Mostrar que

∀z ∈ D, |f(z)| ≤ |z|.
b. Mostrar que si existe z0 ∈ D \ {0} tal
que |f(z0)| = |z0|, entonces existe α ∈ C
de módulo |α| = 1 tal que

∀z ∈ D, f(z) = αz

(es decir, f es una rotación).

Ejercicio 11. Sea U un abierto conexo de
C y sea O(U) el conjunto de funciones ho-
lomorfas sobre U . Mostrar que O(U) es un
anillo de integridad.
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