UNIVERSIDAD DE LOS ANDES (GEOMETRIA ALGEBRAICA REAL
Tarea : Para entregar el 22 de marzo.

2012-1 FLORENT SCHAFFHAUSER

Son & ejercicios. Cada pregunta vale un punto. La calidad de la redaccion entra por una
parte importante en la evaluacion del trabajo.

EJERrciICIO 1
Sea f : U — C una funcién holomorfa en un abierto de C y sea D := D(z0;70] C U un
disco cerrado contenido en U. Se denota D = D(zo; o) el interior de este disco. Se supone
a continuacion que f(z) # 0 en 9D.

a. Mostrar que el namero de soluciones de la ecuacién f(z) = 0 en D, contadas con sus
respectivas multiplicidades, es igual a

Ll fw)

27 Jop f(w)
donde dD tiene la parametrizacion natural v(t) = 2o + roe’®™, 0 <t < 1.

b. Mostrar que si la ecuaciéon f(z) = 0 tiene una tnica solucién z; en D, entonces
1 wf’(w
oy

DT o f(w)

EJERCICIO 2

Sea f una biyeccién holomorfa entre superficies de Riemann. Mostrar que f~' es holo-
morfa.

Indicacion: Utilizar la forma normal local de una funcién holomorfa.

EJERcCICIO 3

Sea
I':'={(yn:2~— z+n2m) :n €Z} C PSL(2,R) = SL(2,R)/{£Id}.

a. Mostrar que I' es un sub-grupo discreto de PSL(2,R) que acttia libremente en

H={z€C|Imz>0}.

Indicacion: Para mostrar que I' es discreto en PSL(2,R), es suficiente demostrar que
Id tiene una vecindad en PSL(2,R) cuya interseccion con I' es {Id}. Se recuerda que
~v € PSL(2,R) actia en H por

az+b

cz+d
donde a,b,c,d € R cumplen ad — bc = 1 y que la distancia entre v y Id en PSL(2,R) es
(por ejemplo) méx(|al, [bl, [c, |d]).

b. Mostrar que se tiene una biyeccion biholomorfa
H/T ~ D*(0;1)

(el disco punteado de centro 0 y radio 1).

EJERCICIO 4
Sea U un abierto conexo de C. Mostrar que el anillo O(U) de funciones holomorfas en U
es un anillo de integridad.

Indicacion: Se recuerda que si U es conexo, los ceros de una funcién holomorfa no constante
en U conforman un sub-conjunto de U que no tiene puntos de acumulacién.



EJERCICIO 5

Sea A = (Ccl Z un elemento de SL(2,R) y denotemos 4 el correspondiente automor-
fismo de H ={z € C | Imz > 0} :
RN + b.
va cz+d

Se ve H como un subconjunto de la esfera de Riemann C = C U {0}, de tal manera que

-~

OH = RU {oo}. Se recuerda que Aut(C) = PSL(2,C), asi que PSL(2,R) C PSL(2,C)
también actia en C, preservando 0H.

a. Mostrar que si [tr A| < 2, entonces v4 tiene exactamente un punto fijo en H.

b. Mostrar que si |tr A] = 2 y ya # Idy, entonces y4 no tiene puntos fijos en H y
exactamente un punto fijo en OH = R U {oo}.

c. Mostrar que si |tr A| > 2, entonces v4 no tiene puntos fijos en H y que tiene dos puntos
fijos en OH = R U {o0}.
d. Los elementos de PSL(2,R) se pueden clasificar segun su namero de puntos fijos :

= siya tiene un punto fijo en H, se dice que es una transformacion eliptica.

= si y4 tiene un punto fijo en R U {oc0} = 9H, se dice que es una transformacion
parabdlica.

= si y4 tiene dos puntos fijos en OH, se dice que es una transformacion hiperbslica
(o lozodrémica).

Para A = (a b
c

d) € SL(2,R), mostrar que se tiene la siguiente tabla para el tipo de
va y completarla :

c#0 c=0

[tr A] < 2 ~va eliptica, fija un punto en H ?

|tr A| =2 | ~a parabdlica que fija un punto en R | v4 = Idy 6 4 parabolica que
fija co

[tr A| > 2 | y4 hiperbolica que fija dos puntos en R | 4 hiperbolica que fija co y
un punto en R




