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EJERCICIO 1

Sea (g,k,a) el tipo topolégico de (X, 7). Ya que /7 ~ X; ,#M es no orientable y
tiene (n + 1) componentes de borde, se tiene a = 1y k = n + 1. Ademas, la caracteristica
de Euler de /7 es

X(B/1) = x(Egn#M)
X(Zg,n) +x(M) -2
(2—-2§—n)+0-2
—2g—n

(acordarse que M es el cociente de un toro T por una involucién, luego x(M) = +x(T) = 0;
también se tiene M = RP?\ D).
Luego,
1 N
l-g=ox(X)=x(E/m) = -2 -n
por lo que
g=2+n+1

y el tipo topologico de (3, 7) es

(2g+n+1,n+1,1).

EJjERCICIO 2
1. Ya que {a;b;c} es invariante bajo conjugacion compleja, se tiene a,b,c € R o (por
ejemplo) a € Ry ¢=b € C\ R. En ambos casos,

(z—a)(z=b)(z—2¢)
es un polinomio de grado 3 en x con coeficientes en R. Luego P también tiene coeficientes
reales.

2. La curva Xp(C) es suave si y solo si el sistema

87}:(377:’/) =0
%(‘Tay) =0
P(z,y) = 0

no tiene soluciones no triviales. Ya que ‘Z—}:(m, y)=2yy
oprP
y= gy @y =@ -tz -+ (z-a)z—c)+(z—a)x-b),

(x,y) es solucion del sistema anterior si y s6losiy =0y

(x—=b)(x—c)+ (z—a)(zx—c)+ (x —a)(z —b) 0
(z —a)(z—b)(z—¢) 0
Este nuevo sistema tiene una solucion no trivial si y solo si el polinomio (z—a)(z—b)(x—c)
tiene una raiz multiple en C. Ya que a # b # ¢ # a, eso no pasa y, por lo tanto, Xp es
suave.

3.

a. Si (z,y) € Xp(R), entonces

(z —a)(z—b)(z—c)=1y°>0.
1



Si suponemos (por ejemplo) que a < b < ¢ (ya que a,b, ¢ € R), lo anterior se cumple si y
s6lo si
a<zxz<b T >c

y

y=+/@-a)@-h -0
Luego Xp(R) tiene dos componentes conexas en este caso (una que es compacta y una
que no).
b. Si (por ejemplo) a € Ry ¢ = b € C\ R, se tiene, para (z,y) € R,
0<y’=(z—a)(z—Db)(z—0b) = (z—a)(z® - 2Re(d) z + |b]°)
con z? — 2Re(b) x + |b|> > 0 en R. Luego Xp(R) tiene una sola componente conexa (y es
compacta).

4. Ya que P tiene grado d = 3 y es irreducible, el género de Xp(C) es
_(@d-1)(d-2)
B 2

=1.

a. Si
P(zy) =y" = (a® = 22" —2+2) =y° — (z = 1)(z + 1)(z - 2),
entonces por lo anterior Xp(R) tiene dos componentes conexas. Luego Xp(R) también,
por lo que el tipo topolégico de Xp es

(9,k,a) = (1,2,a)
cona=061.Yaquek=g+1, se tiene necesariamente a = 0 y el tipo topolégico de Xp

es
(97 k7a) = (17270)

b. Si
Plz,y) =y’ — (@ + 2" +a+1) =y* — (¢ = )(z —i)(z +1),
se tiene por lo anterior que X p(R) tiene una sola componente conexa, luego Xp tiene tipo
topologico
(g,k,a) = (1,1,a)
con a =006 1. Sia fuese igual a 0, se tendria que k = (¢g+1) méd 2 es decir 1 =0 méd 2,
lo cual no es cierto. Entonces a =1 y Xp tiene tipo topolégico

(9,k,a) = (1,1,1).

EJERCICIO 3

1. La curva X asociada a X es la curva proyectiva plana de ecuacién homogénea
Jc4 + y4 = 24.

Es suave porque el sistema conformado por las tres derivadas parciales tiene (0, 0,0) como

tnica slucién en C®. Los puntos al infinito de X (6 X) corresponden a las soluciones en

C?\ {(0,0)} de la ecuacion z* 4+ y* = 0, es decir

Luego X tiene cuatro direcciones asintoticas, dadas por las rectas

.37 57 s
4 4

[0:e' :1],[0:e" % :1,[0:e" T :1],[0: "% : 1]
de C?.

2. X esté definida por una ecuacién homogénea irreducible de grado d = 4, luego X tiene
género
(d—1)(d—2)
2
Sea X := 2% y Y := 9% Si (z,y) € X(R), entonces (X,Y) es un punto del circulo
unidad de R?, con coordenadas ambas positivas. Luego

g= =3.



Ja
Z
I

{(x,y) eR? | 36 € [0; g} 2% = cosb,y’ :sen@}
{(\/@,\/@):96 [O;g]}u{(@,—@):@e [O,g]}
U{(—@,\/@):@E [O;g”u{(—\/ﬁ,—\/@):ee [O,g]}

Estos cuatro conjuntos son conexos y tienen puntos de interseccién cada uno con otros
dos (en uno de los puntos (1,0), (0,1), (—1,0) y (0,—1)). Luego X (R) es conexo (y, de
hecho, es una curva cerrada en R?). Por lo tanto, X tiene tipo topolégico

(9,k,a) = (3,1,0a)
conkZ(g+1) méd 2, luegoa =0y
(9:k,a) = (3,1,0).

3. La caracteristica de Euler de X /7 es
_ 1 —
X(X/7) = ox(X) =1-g=-2

Ademas X /7 es no orientable (pues a = 0) y tiene una sola componente de borde (pues
k = 1). Luego X /7 es la suma conexa, menos un disco, de h planos proyectivos donde h
cumple con
2—h—1=x(X/1)=-2
esdecir h =3y
X /7 = (RP*#RP*#RP?) \ D.

EJERCICIO 4

1. Si f es el automorfismo de CP* inducido por A = (Z Z) , entonces 7o for es inducido
por (E g) Luego, si f = 7o for en PGL(2,C) = GL(2,C)/C", entonces existe A € C*
tal que, para cualquier (z0,21) € C?\ {(0,0)},

azo +bzi = A(@zo —&—521)

czo+dzi = Aczo+ Ezl).

Para (20,21) = (1,0), esto da @ = A\a y ¢ = A¢, y para (z0,21) = (0,1), da b = by
d = Ad. Ya que (por ejemplo) a # 0, se tiene A\a = @ = ¢ luego |A|> = 1, es decir
X = ¢ para algin 0 € R. Entonces ¢?a € R e igualmente para €%, e?c y ¢?d. Luego
<Z Z) € GL(2;C) actia en CP' de la misma manera que €'’ <Z Z) € GL(2;R), es
decir f € PGL(2;R). La contenencia inversa es obvia y por lo tanto

Aut(CP',7) ~ PGL(2; R).

2. Si el automorfismo f de CP! inducido por A = (Ccl Z) conmuta con 7', entonces,
por el mismo procedimiento que anteriormente, existe A € C* tal que, para cualquier
(20,21) € C*\ {(0,0)},

azo+bz1 = M—=dzo+¢z)

czo+dz1 = Abzo —az1).

lo cual implica a = —Ad, b = ¢, ¢ = \b y d = —\a@. En particular, |A\|?> = 1. Escribamos
A=e?ya:=eVa, f:=e, v:=e §:=e%d Entonces § = —ay v = .

Luego (Z 2) acttia en CP' de la misma manera que

G 5)-G %



cuyas filas son ortogonales para el producto hermitiano canénico de C2. Luego f €
PU(2) = PSU(2). La otra contenencia es facil de verificar y asi se obtiene que

Aut(CP',7') ~ PSU(2).



