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Ejercicio I
1.La cantidad
1

H) = gy X = (=2 =)

esta bien definida si y sélo si

(1) 4—(z-2°—y>>0
y
(2) (x—2)°+y*—1>0.

La ecuacién 4 — (x — 2)? — y? = 0 es la ecuacion del circulo de centro (2,0) y de radio 2 y
la condicion (1) es equivalente a que el punto de coordenadas (z,y) esté en el interior del
disco asi definido. La ecuacién (z — 2)? + y®> — 1 = 0 es la ecuacion del circulo de centro
(2,0) y de radio 1 y la condiciéon (2) es equivalente a que el punto de coordenadas (x,y)
esté en el exterior del disco asi definido. Luego el dominio de definiciéon de f es la parte
del plano definida por

Dy ={(z,y) eR* | 1 < (z—2)* +4° < 4},

la cual es la corona delimitada por los circulos de radio 1 y 2 centrados en el punto (2,0),
excluyendo dichos circulos.
2. Sea (0, yo) un punto del circulo de ecuacion (x—2)?+y* = 4. Entonces (20—2)*+y3 = 4
y
ln ey = dm BEC@oDTESD g e
(@.9)=(z0.v0) (@.9)=(x0.v0) V3 u=0 /3
3. Por el mismo razonamiento, si (xo,%o) es un punto del circulo de ecuacion (z—2)?+y* =

1, se tiene

In3
lim r,y) = lim — = +o00
(x,y)—wxo,yo)f( v) u—0 \/u
Ejercicio IT

1. La curva de nivel 1 de f es la curva

1) = {(=y) €]0;400[x]0; +o0[ | f(z,y) = 1}
= {(@,y) €]0; +00[x]0; +-00[ | z/y = 1},
es decir la curva de ecuacién y = I% en el cuadrante z > 0,y > 0. De manera similar,

F7H({4)) = (@) €]0; +oo[x]0; +oo] | y = 10}
Estas curvas de nivel son arcos de hipérbolas.
Bono : Dos curvas de nivel distintas no pueden tener una intersecciéon no vacia, pues un
mismo punto (z,y) no puede tener dos iméagenes distintas por una aplicacion f.
2. La funcién f admite derivadas parciales en todo |0; +00[x]0; +-00[ pues es un producto
de funciones que admiten derivadas parciales en ]0; +00[x]0; +00]. Se tiene, para cualquier

(z,y) en ]0; +00[x]0; +00],

g%(m,y)=\/§ y %(w,y)=2%~

Luego la recta tangente a la curva de nivel 1 de f en el punto (1, 1) es la recta de ecuacion

of of _
;L@ =1+ 5 (1) —1) =0

1



es decir la recta de ecuacién
20 +y—3=0.
3. El plano tangente a la gréfica de f en el punto (2,1,2) es el plano de ecuacién

of of
D=2+ Z @) -1)

es decir el plano de ecuacion z = 2+ (z — 2) + (y — 1), es decir el plano de ecuacién

2= f(2,1) +

z=x+y—1.

Ejercicio IIT
1. La funcién f es continua sobre R? \ {(0,0)} como cociente, cuyo denominator no se
anula, de funciones continuas sobre R?\ {(0,0)}. Luego, para demostrar que f es continua
sobre R?, es suficiente demostrar que

lim  f(z,y) = £(0,0).

(z,y)—(0,0)
Pasando a coordenadas polares, se tiene, para cualquier r # 0,
5 5 .5
r°(cos® 6 — sin” 6) 3
- | <r"x2—0.
r2(cos2 § + sin® ) | ~ r—0
Ast que lim, 0 f(rcosf,rsinf) = 0, por lo cual
lim  f(z,y) = 0= f(0,0)

(z,9)—(0,0)

|f(rcosf,rsinf)| =

y f es continua sobre R2.

2. La funcién f admite derivadas parciales sobre R?\ {(0,0)} como cociente, cuyo denomi-
nator no se anula, de funciones que admiten derivadas parciales sobre R? \ {(0,0)}. Para
cualquier (z,y) # (0,0), se tiene

0f ) By =@ = y)(20)
ox "’ (22 + y2)2
325 + 5zty? + 22y
= (22 + y2)2
Yy
O (py) = —5y"(2* + %) — («° —y°) (2y)
oy (& + )
—3y5 — 5yta? — 2yad
= (22 + y2)2 )

3. Por definicion, se tiene

e (0.0 = i [T R0
Pero f(h,0) = h® para cualquier h. Luego %(O, 0) = limp,_0 h* = 0. De manera similar,
%(0,0) = 0.

4. La funcion % es continua sobre R? \ {(0,0)} como cociente, cuyo denominator no se
anula, de funciones continuas sobre R?\ {(0,0)}. Luego, para demostrar que f es continua
sobre R?, es suficiente demostrar que

of 0
Iim —(z,y) = ==(0,0).

(2,9)—(0,0) 8a:( v) &p( )

Pasando a coordenadas polares, se tiene, para cualquier r # 0,

(9 6 4 .2 . 5
(rcos@,rsin6) r°(3cos’® 8 + 5 cos” Osin® O + 2 cos O sin” 0)

oz r4(cos? 6 + sin? §)2
< 7 x10 —0.
r—0
Luego
of 0

lim ——(rcosf,rsinf) = 0= ——(0,0

lim == ( ) 5, 0 0)
y % es continua sobre R%. De manera similar, %zi es continua sobre R



