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1. Para cualquier R > 0, sea
M(R) := méx [g(2)].
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Fl principio del maximo implica que M es una funcion estrictamente creciente de R. Luego

lim M(R) = +oc.

R—+o0

Ademas

luego

Luego por el teorema de Riemann sobre singularidades removibles, h admite una extension
holomorfa h a todo C. Necesariamente, h(0) = 0. Ademés h es biyectiva porque h lo es y
h nunca es 0.

3.  es una biyeccién holomorfa de C sobre C. Su reciproca h~! también es holomorfa,

luego E’(O) # 0, lo cual significa precisamente que
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Se denota v € C* el valor de este limite.
4. Si f € Aut(C), entonces
e BT < o g (i) = %
Sea a = % y B8 = f(0). Entonces, la funcion
z— f(z) — (az + B)

es holomorfa y tiende a 0 cuando |z| — +o0. Por el teorema de Liouville, esta funcion es
constante e igual a 0, luego

f(z) =az+p
sobre C.
5. Se verifica que una transformacién de Mdbius de tipo
az+b
ztd a,b,c,de C, ad—bc#0

define un automorfismo de CP' = C U {co}. Ademas el conjunto G de tales transforma-
ciones es un grupo bajo composicién. Si f € Aut(CP'), notemos w = f(co) € CP'. Si
w # o0, se considera la aplicacion holomorfa
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que es un automorfismo de CP* que satisface g(co) = oo y que difiere de f por un elemento
de G. Si w = oo, se pone g = f. En cualquier caso, para demostrar que f € G, es suficiente
demostrar que g € G. Ya que g(co0) = oo, la aplicacion g|c es un automorfismo de C. Por
lo anterior, existen a y 8 en C, a # 0, tales que g(z) = az+ . Luego g € G y f también.

g:z—

Bono : La aplicacion



SL,(C) — G

a b N N +b
c d cz+d
es un homomorfismo sobreyectivo de grupos, cuyo nucleo es {+Id}. Luego

G =~ SLy(C)/{+Id} = PSLy(C).

6. Sea f : z — 22t yn automorfismo de CP?! tal que f(oc) = oo, £(0) =0y f(1) = 1.

cz+d
Estas tres ecuaciones implican
a b a+b
i — s - = 0, = 1
c 4 Yoe+d
Luego ¢=0,b=0y a =d, lo cual implica que f = Id¢p1.
7. Sea
g:zr—> .
u—z

Entonces g € Aut(CP') y g(u) = co. Se tiene g(v) = ——, luego la funcién

z—v
es un automorfismo de CP* tal que h(u) = oo y h(v) = 0. Se tiene
w—v

hw) = ———————

luego
fizr— Lh(z): 7(2—v)(u—w)

h(w)

es un automorfismo de CP! que satisface
flu)y =00, fv)=0 y flw)=1

Si f1 es otro automorfismo de CP* que cumple con esta condicion, entonces f1 o0 f ! es la
identidad por la pregunta anterior. Luego f es tnico.

(w—v)(u - 2)

8. Sean u,v,w, z € CP' cuatro puntos distintos y sea f el inico automorfismo de CP*' tal
que

flu) =00, fv)=0 y flw)=1
Si g € Aut(CP*'), entonces g(u), g(v), g(w) y g(z) son cuatro puntos distintos de CP* y
fog ! es un automorfismo de CP! tal que

fog t(g(uw) =00, fog '(g(v))=0 y fog '(9(w)) =1
Luego

Fog ' (9(2)
f(z)

b(u, v, w, 2).

b(g(u), g(v), g(w), g(2))

9. Sea b’ otra aplicacién con las mismas propiedades de b y sean u,v,w, z cuatro puntos
distintos de CP'. Sea f el tnico automorfismo de CP" tal que

flu) =00, f0)=0 y flw)=L1
Luego

b'(u,v,w,z) = b'(oo,O,l,f(z))



10. El tnico circulo C de CP* = C U {co} que contiene 0,1 y oo es RU {oo} = RP. Un
punto z € CP?! \ {0,1, 00} pertenece a C siy sblo si z € R, es decir si y solo si

b(0,0,1,z2) € R.

Sean w,v,w, z cuatro puntos distintos de C’ y sea f el tnico automorfismo de CP! que
manda u a 0o, v a 0 y w a 1. f manda circulos a circulos entonces u,v,w y z pertenecen
a un mismo circulo C’ de CP* si y solo si f(z) pertenece a C = RU {00}, es decir si y sélo
si f(z) € R. Pero f(z) = b(u,v,w, 2), luego u,v,w y z pertenecen a un mismo circulo C’
si y solo si si y solo si b(u,v,w, z) € R.



