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Problema 1

1. Se tiene, ∀z ∈ C∗,
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2. a. Por la relación demostrada anteriormente, se tiene, para cualquier z ∈ C∗,
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2 + · · · = zn

(
b0 +

b1
z

+
b2
z2

+ · · ·
)

Si n < 0, esto implica que ambas estas funciones son 0 en C∗, luego en todo C.

b. Si n ≥ 0, la relación anterior implica que ∀k > n, ak = 0 y bk = 0 y además, ∀k ∈ C∗,
a0 + a1z + a2z

2 + · · ·+ anz
n = b0z

n + b1z
n−1 + b2z

n−2 + · · ·+ bn

luego
b0 = an, b1 = an−1, · · · , bn = a0.

3. Un elemento de Ȟ0
(
CP1;O(n)

)
es una sección holomorfa global de O(n). Por lo ante-

rior, si n < 0, t0 = t1 = 0 luego s0 = s1 = 0 y cualquier sección de O(n) es identicamente
nula. Si n ≥ 0, una sección de O(n) está determinada por las aplicaciones

t0(z) = a0 + a1z · · ·+ anz
n

y t1(w) = an + an−1w + · · ·+ a0w
n .

De manera formal, sea, para n ≥ 0, Φn la aplicación
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)
−→ Cn[w]
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n .

Φn es una aplicación lineal biyectiva cuya inversa es
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)
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n 7−→
(
t0 : z 7→ znt1

(
1
z

)
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4. Por lo anterior, dimC Ȟ0
(
CP1;O(n)

)
= 0 si n < 0 y dimC Ȟ0

(
CP1;O(n)

)
= n + 1 si

n ≥ 0.

Problema 2

1. O∗X es un subhaz deM∗X , por lo que kerα = 0. Mostremos queM∗X −→ DX −→ 0 es
exacta. Sea U ⊂ X un abierto y sea D ∈ DX(U). Existe un abierto V ⊂ U tal que D|V
sea un divisor de la forma

x 7−→
{
n ∈ Z si x = x0

0 si x 6= x0

por algún x0 ∈ V (así son los gérmenes de divisores). Sea z una coordenada local en x0
y f : z 7−→ (z − x0)n. Entonces f ∈ M∗(V ) y Df = D|V . Mostremos, para concluir, que
kerβ = Imα. Un elemento f ∈ M∗(U) está en kerβ si y sólo si tiene divisor Df = 0, es
decir si y sólo si f es holomorfa y no se anula en U . Luego kerβ = Imα.

2.a. La función ψkDkl : Ul∩Uk −→ Z es un divisor porque Dlk es un divisor y Imψk ⊂ Z.
Al ser nula ψk fuera de Uk, podemos extender ψkDlk a todo Ul poniendo (ψkDlk)(x) = 0
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si x ∈ Ul \ Uk. La función así extendida sigue siendo un divisor (=una combinación lineal
localmente finita de puntos de Ul con coeficientes en Z). Ya que, para cualquier x ∈ X,
ψk(x) = 0 salvo para un número finito de k ∈ I, la suma

∑
k∈I ψk(x)Dlk(x) siempre es

una suma finita. Luego la función
∑
k∈I ψkDlk es bien definida y es un divisor en Ul.

b. Al ser un 1-cociclo la colección (Dij)(i,j)∈I×I , se tiene que

Dij = −Dji y Dij +Djk = Dik.

Luego, en Ui ∩ Uj ,
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)
= Dij ,

pues
∑
k∈I ψk ≡ 1 en X.

3. Al ser exacta la succesión corta

0 −→ O∗X −→M∗X −→ DX −→ 0,

tenemos una succesión exacta larga de cohomología asociada, que empieza de la siguiente
manera

0 −→ Ȟ0(X;O∗X) −→ Ȟ0(X;M∗X) −→ Ȟ0(X;DX)

−→ Ȟ1(X;O∗X) −→ Ȟ1(X;M∗X) −→ Ȟ1(X;DX).

Por la pregunta 2, se sabe que Ȟ1(X;DX) = 0 y ésto nos da la siguiente succesión exacta

0→ Ȟ0(X;O∗X) −→ Ȟ0(X;M∗X) −→ Ȟ0(X;DX) −→ Ȟ1(X;O∗X) −→ Ȟ1(X;M∗X)→ 0.

4. Por la succesión exacta anterior, se tiene una succesión exacta,

0 −→ Ȟ0(X;M∗X)/Ȟ0(X;O∗X)︸ ︷︷ ︸
DivP(X)

−→ Div(X) −→ Pic(X) −→ Ȟ1(X;M∗X) −→ 0.

Luego una succesión exacta

0 −→ Div(X)/DivP(X)
δ−→ Pic(X)

ε−→ Ȟ1(X;M∗X) −→ 0.

Si X es compacta, δ es un isomorfismo luego ε = 0 y Ȟ1(X;M∗X) = 0.


