UNIVERSIDAD DE LOS ANDES MEDIDA E INTEGRACION
Taller : Una construcciéon de la integral de Riemann

2011-1 FLORENT SCHAFFHAUSER

Se propone construir el espacio de funciones Riemann-integrables por el mismo método
que vimos en la clase pasada para construir el espacio de funciones reguladas.
Para cualquier f € F([a;b]; E), se define el conjunto

M(f) = {p € Esc([a; BsR) | Vt € [asb], u(t) > [[f ()]} -

Se podra observar que M(f) # 0 si f es acotada pero que M(f) puede ser vacio. Se define

a continuacién
b
P, = inf / t dt}.
o) =, nt [ o

Sipu € M(f), entonces p > 0 luego Pr(f) > 0 (y posiblemente Pg(f) = +o0). Si
M(f) =0, entonces Pg(f) = inf ) = +oo.

1. Calcular Pgr(p) para ¢ € Esc([a;b]; E).
2. Mostrar que la aplicacion
Pg : F([a; b]; E) — [0; +00]
es una semi-norma sobre F([a; b]; E).
DEFINICION 1. Sea RZ([a;b]; E), o simplemente RZ si no hay confusion posible, la clau-

sura de Esc([a;b]; E) en F([a; b]; E) por la topologia definida por la semi-norma Pg. Los
elementos de RZ([a;b]; E) se llaman funciones Riemann-integrables sobre [a;b].

Por definicién, una funcién es Riemann-integrable si y sélo si es limite de funciones en
escalera por la topologia definida por la semi-norma Pg. El siguiente punto da una carac-
terizacion de las funciones Riemann-integrables que muy a menudo sirve como definicion
de las mismas.
3. Sea f € F([a;b]; E). Mostrar que f es Riemann-integrable si y sélo si, para
cualquier € > 0, existen funciones en escalera ¢ € Esc([a;b]; E) y p € Esc([a; b]; R)
tal que

vt € [a; 0], [|F(t) — @)l 5 < p(t)

/ab wu(t)dt < e.

4. Mostrar que toda funcién Riemann-integrable es acotada sobre [a;b].
5. Mostrar que toda funciéon regulada es Riemann-integrable.

La inclusiéon Reg C RT es estricta. Por ejemplo, la funcién ¢t — sin % sit#0y0sit=0es
Riemann-integrable sobre [0; 1] pero no es regulada (aunque no es tan facil demostrarlo).
El siguiente punto dice que, aunque cambié la topologia sobre £sc a una topologia menos
fina, la integral de funciones en escalera sigue siendo continua.

6. Mostrar que la integral de funciones en escalera
I: (Esc(la;b); E), Pe) — (B, -1 )
es una aplicacion lineal continua (luego uniformemente continua).

DEF}IDNICI(‘)N 2. Se denota Int la wnica extension continua de I : Esc — E a RZT =
Esc"™). Para una funcion f € RZ([a;b]; E), la cantidad Int(f) € E se denota ff f(t)dt
y se llama la integral de Riemann de la funcion (Riemann-integrable) f.
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7. Mostrar que si f es Riemann-integrable, entonces

‘/abf(t) a <per

8. Mostrar que si f : [a;b] — E es Riemann-integrable, entonces | f|| 5 : [a;0] — R
es Riemann-integrable y que

Pr(f) = / 17Ol dt.

Deducir de todo lo anterior que

b b
/f(t)dt s/ 1O dt < (b— a) Il -

9. Mostrar que si (fn)nen es una succesion de funciones Riemann-integrables que
converge uniformemente hacia f sobre [a;b] entonces f es Riemann-integrable

sobre [a;b] y
b b
/a f(t) dt:ngrfm/a fn(t) dt.




