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1. Si ¢ es una funcion en escalera, ||¢||; también y

b
Pr(p) = / ()l dt

por definiciéon de Pg (en este caso, el infimo que define Pg(y¢) es un minimo).
2. Es facil ver que Pg(Af) = |A|Pe(f) para cualquier f € F([a;b]; E) y cualquier
A € K (el cuerpo de base de E). Mostremos la desigualdad triangular

Pg(f +g9) < Pe(f)+ Pe(g).

Si M(f) = 0 o M(g) = 0, se cumple la desigualdad porque Pg(f) = +oo o
Pg(g) = +00. Supongamos, entonces, que M(f) # 0y M(g) # 0y sea e > 0.
Por definicion del infimo, existen p € M(f) y v € M(g) tales que

/bu(t) dt < Pe(f)+e¢

/b v(t)dt < Pe(g) +e¢.

Pero
1£@) +9@llg < IfOllg +1lg®llp < p@)+v(t)
luego (u+v) € M(f + g) y esto implica

b
PE(f+g)§/ (4 + ) (1) dt < Pe(f) + Pulg) + 2.

Ya que € > 0 es arbitrario, esto implica Pe(f + g) < Pe(f) + Pe(g).

3. Sea f Riemann-integrable y sea € > 0. Por definicién de la integrabilidad, existe
@ € Esc([a;b]; E) tal que Pe(f — ¢) < §. Luego, por definicién de Pg, existe
€ Esc([a; b];R) tal que pu(t) = supyeia /(1) — o)l ¥

b
/ ,u,(t)dt<PE(f*<P)+%<€.

La reciproca se demuestra de manera similar.
4. Sea f € RZ(|a;b]; E). Por la pregunta anterior, existe ¢ € Esc([a;b]; E) y p €
Esc([a; b]; R) tales que

sup ||f(t) — o()|lp < p(t)
t€la;b]

y f; u(t) dt < 1. Luego, para cualquier t € [a; b],
IFOllg < 1f @) = el + @l g < ud) + lle®)l g -

Al ser acotada cualquier funcion en escalera, f también lo es.

5. Es suficiente demostrar que un limite uniforme de funciones en escalera también
es limite de funciones en escalera por la topologia definida por la semi-norma Pg.
Incluso es suficiente demostrar que si (¢n)nen €s una succesion de funciones en
escalera tal que || f — @n|l, —n—too 0, entonces Pe(f—¢n) —n—too 0 (la misma
succesion converge en las dos topologias). Y para eso es suficiente demostrar que
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si Bpg,(f,n) es una bola abierta para Pg, entonces Bp,(f,n) contiene una bola
Boo(f,€) abierta para ||-||_)-

Boo(fe) = {9 F([ab; E) | llg(t) — f()ll <e}
= {9€F([a;0; E) | S lg(t) = F)llp <&}
Breg(f,n) = {g€ F(ab;E) | Pe(g— f) <n}
Para 7 fijo, sea ¢ = ﬁ y sea g € Boo(f,€). Definamos pu(t) = e para cualquier

t € [a; b]. Entonces p es en escalera, u(t) > sup,c(qy |9(t) — ()|l para cualquier

ty f: p(t)dt = 2 <n. Luego g € Bp,(f,n), por lo cual Boo(f,e) C Bpg(f,n).
. Vimos en clase que I era lineal. Mostremos que I es continua por la topologia
definida por Pg. Por la pregunta 1, tenemos

/a " o) dt

y esto demuestra la continuidad de la aplicacion lineal 1.

. Sea (pn)nen una succesion de funciones en escalera tal que Pg(f—¢n) —n—+oo 0.
Entonces, por continuidad de Pg, tenemos que Pe(¢n) —n—+too Pe(f). Ademas,
al ser en escalera cada ¢,, tenemos

‘/abapn(t)dt

Pero, por definicién de la integral de Riemann,

b
HI(@HE:' < [T Io0ls = Pate)

b
< / len(®)ll dt = P(pn).

—
n+ooa

b b
/ Fdt= tm | en(t)dr.

Luego, por continuidad de ||| g,

‘ /ab f(t)dt /abgon(t)dt

. Es facil ver que si Pe(f — ¢n) —n—too 0 entonces Pr(||f||z — ll¢nllg) —n—+oo O,
donde Pg es la semi-norma sobre F([a;b]; R). Luego || f|| z es Riemann-integrable
sobre [a;b] y

< lim Pg(pn) = Pe(f).

n—-+oo n—+oo

:lfm‘

E E

b b
[ 15l = i [ en(oll .

Pero por el punto anterior

b
lim / len @l dt = Pu(f),

n——+oo

luego

/ 1£(t)]1p dt = Pe(f)

y, atn por el punto anterior,

‘/abf(t)dt i g/ab £ ()l g dt.

Al ser acotada cualquier funcién Riemann-integrable, se puede considerar la fun-
cién en escalera constante igual a || f||_, y se obtiene

b
[ 1@l de=Pe(p) < 0= o) Il



9. Se demuestra, como en el punto 5, que si una succesion (fn)nen converge hacia
f en la topologa uniforme, también converge en la topologia definida por Pg.
Luego un limite uniforme f de funciones Riemann-integrables (f»)nen también
es un limite en la topologia definida por Pg. Al ser cerrado RZ([a;b]; E) por la
topologia definida por Pg (es una clausura), ese limite es Riemann-integrable. Ya
que la integral de funciones Riemann-integrables es continua (por construccion),
se tiene

q Mt n—+4o0o



