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Ejercicio 1. Utilizando el teorema de Fubini y un cambio de variables a coordenadas
polares, se obtiene :

()

2 2
/ e ™YY dady
R2

27 “+oo 2
/ (/ re " dr) do
0 0
27 1 - 4oo
= / oS e N

1.

Luego [, e 2™ dp = /1=1.

Ejercicio 2.

a. La funcion f,, es Lebesgue-medible porque es continua. Ya que

|fn(z)| = |senz|e™" < ze™ ™"

sobre [0; +00], se tiene
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Integrando por partes, viene
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b. Por lo anterior y el teorema de Fubini, se tiene que la funciéon
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es Lebesgue-integrable sobre [0; +-00[. Ya que
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Z(sen z)e " = f(x)
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casi en todas partes (para cualquier > 0), concluimos, por Fubini, que f es Lebesgue-
integrable sobre [0; +00[ y que
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y una doble integracién por partes muestra que
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Ejercicio 3.
a. Si f € LP(u) NL%(p) y r €]p; g, entonces
IF1" < 1P Lgsi<ay + 11 g5

/X|f| d#ﬁ/f| dﬁLJr/X|f| dp < 400
luego f € L"(p).

b. Si f € LP(p) NL*>(n) y 7 €]p; +00[, entonces tenemos, p-casi en todas partes,
LA = 1P < AP -

luego
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c. Tomando el limite superior sobre todos los r mayores a p en la desigualdad anterior, se
obtiene
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d. ||fll es la cota esencial de f, luego, para cualquier € > 0,

p({z € X [ |f@)] = [Ifllc —€}) > 0.
Ademas, |f|” € L' (u), luego
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e. Por lo anterior, tenemos, para cualquier r > p,
(Iflloe =€) u(Ee) < IIFI17-

f. Sacando la raiz r-ésima y el limite inferior sobre todos los r mayores a p en la desigualdad
anterior, se obtiene, para cualquier € > 0,

[fllec —& < lminf [| f[|,.
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Al ser arbitrario €, esto implica
[flloe < Mminf [ ]
r>p

g. Por c y f, se tiene que si f no es 0 casi en todas partes, entonces
lm inf [ f[| = Hm inf || f[] = [[f[]oc,
T>p T>Pp
en particular, restrigiéndose a los valores enteros de 7, la succesién (|| f]|-)r>p €s conver-

gente y
dam (£l = 1l



