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Ejercicio 1.

a. La funcion x — e~ " es continua sobre [0; +00[ luego es localmente Riemann-integrable
sobre ese intervalo. Ya que e™* = O(z%), la integral f0+oo e~ ¥ dx es absolutamente conver-
gente. Luego, por comparacion con Riemann, la funcién z — e~ * es Lebesgue-integrable
sobre [0; +00].

b. Para cualquier z € [0;n],

T\ "™ x |m _
1— 7) nq . ‘ < .1 _r < z
‘( - (cosz)" Loy (z)| < n = €
y, para cualquier x €]n; +o0],
T\" n -z
‘ (1 - 7) (cos )™ Lio;n] (m)‘ = 0 < e
n

c. La funcion fn : x +— (1 — £)"(cosx)"1jo;)(z) es medible y es dominada por z +— e~ *

que es Lebesgue-integrable. Ademés, para cualquier
€ [0; +oo[\{k~ : k € N},

|cosz| < 1 luego
lim fn(z) =0

n—-+oo

casi en todas partes. Luego, por el teorema de convergencia dominada,

I / ) = / (lm f.) = o
"**""( (0400 ) [03400] "TH

Por comparaciéon con Riemann, eso implica
n

lim (1 — %)n (cosz)"dz = 0.

n——+oo 0

Ejercicio 2.

a. Notemos que la funciéon z — z"(Inz) es Riemann-integrable sobre [0; 1] para cualquier
!L+1

n € N. Integrando por partes (u = n+1 , v =1Inx), se obtiene
1 1 2
z"(Inz)dr = ——— -
[ = mn e = -y

b. Para cualquier z €]0; 1],

nz z—Za: Inx.

Ademas, para cualquier N € N y cualquier z €]0; 1],

Zx Inz| <

es continua sobre ]0;1[ y fol (Inz) dz es absolutamente convergente

\lnx|

1—=x

|nz

La funcion z —

In=| zl ~ |Inz| en 0). Luego esa funcion es Lebesgue-integrable

1

(pues |[Inz|~(1-2z)enly 5



sobre [0; 1]. Por el mismo argumento, z — z"(Inz) es Lebesgue-integrable sobre [0;1]. En
particular, es medible. Luego, el teorema de convergencia dominada implica

1 Inz 1 +oo Foo 1 oo . 7T2
/0 x—lz/o 7nzzom (Inz) dm:i;/o x (lnx)dm:;ng_

Ejercicio 3.

a. Para cualquier z € [0; +o0[, la funcién t € Ry +— e ** f(¢) es Lebesgue-medible. Ademas,
para cualquier ¢ € R4, la funcién x — e~ f(¢) es continua sobre [0; +-00[ y

e F ()] < |f(1)]
con f Lebesgue-integrable. Luego, por el teorema de continuidad bajo el signo integral, la
funciéon
Lf:ix— e F(t) d(t)
Ry
es bien definida y continua sobre [0; +o0].

b. Para demostrar que
lim Ly(xz) =0,

x—+00
es suficiente demostrar que, para cualquier succesion (x, )nen de reales positivos que tiende
a +oo,

lim Ly(zn)=0.

n——+oo

Para eso usaremos el teorema de convergencia dominada. Se tiene

lim e ™" f(t) =0

n—+oo
siempre que t > 0y

le” " I < 11 ()]
con f Lebesgue-integrable. Luego

“+ o0 “+ o0 + oo
lim e f(t) dt = / lim e " f(t) dt = / 0dt = 0.
0 0

n—-+oo 0 n——+oo

c. Para demostrar que Ly es derivable en ]0; 400, es suficente demostrar que es derivable
en ]o; +oo| para cualquier a > 0. Para cualquier = €]a; +oo, la funcién t — e f(t) es
Lebesgue-integrable en Ja; +o00[ (por la pregunta a). Ademaés, para cualquier ¢t € R4, la
funcién x — e " f(t) es derivable en |a; +oo[ y su derivada es

x— —te (1),
Para cualquier z €]a; +00],

| —te” ()] < te” " |f (1)
sobre R4. Mostremos que
t— te” | f(2)]

es Lebesgue-integrable sobre R.. Ya que lim; 1 te™*" = 0, existe un A > 0 tal que, si
t> A,

te” ™' f()] < |f(t)]-
Luego t + te”*!|f(t)| es Lebesgue-integrable sobre |A;+oo[. Ya que t + te”**|f(t)| es
dominada por M|f(t)| sobre [0; A], donde

M = méx te

te[0;A]

la funcién t — te”**|f(t)| es Lebesgue-integrable sobre [0; A]. Luego lo es sobre Ry =
[0; A]U]A; 4+o00[. Por el teorema de derivabilidad bajo el signo integral, L; es derivable en
Jo; +oo y

“+oo
L (z) = / —te =0 gy
0



d. Ya que lim;_, 1 oo t"e™** = 0 para cualquier n € N, podemos usar el mismo argumento
de la pregunta ¢ para demostrar por induccién que Ly es n veces derivable sobre Ja; +00]
¥ que

+oo
L8 (z) = (—1)"/O t"e " £ (¢) dt.

e. Al aplicar el teorema de convergencia dominada como en la pregunta b, se obtiene que

lim £ (z) = 0.

T—r+00



