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Ejercicio 1. Sea Q = {qo, " ,gn, -+ } una enumeraciéon de Q y sea € > 0. Se tiene
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Ya que € es arbitrario, Q es un subconjunto de medida de Lebesgue nula de R.

Ejercicio 2. La o-algebra de Borel de R esta generada (por ejemplo) por los intervalos
abiertos de R de la forma

la;b[, a,b€eR.
Sea A = f~'(Ja; b[). Al ser monétona f (por ejemplo, creciente), se tiene, si z,y € A,
r<t<y=a<flz)<f{t)<fly) <b
luego t € A = f~*(]a; b]) luego
Jz;y[C A

Esto significa que A es una parte convexa de R, es decir un intervalo (que puede ser
abierto, cerrado o semi-abierto). Por lo tanto, A es un boreliano de R y f es medible.

Ejercicio 3. Sea
A={ze X | lfrJrrl fn(x) existe y es finito}.
n——+oo

Ya que R es completo, (fn(z))nen converge siy sélo si es de Cauchy y
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Al ser medibles las f,, el conjunto

Anpa =1 € X | 1fp@) ~ fu@)] < -}

es medible para todos p,¢,n. Luego A es medible como intersecciéon y unién numerables
de conjuntos medibles.

Ejercicio 4. Recordamos que

a. Queremos mostrar :

/Afdu:/xflAdu-
o v;(0) = 0.

o vi(UnenAn) = 3 en Vs (An).
La primera propiedad es consecuencia del hecho de que f1y = 0 sobre X. Para la
segunda, si A = U,enAnp, se tiene
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La succesion (3, _, 14, )nen es creciente, luego, por el teorema de convergencia

mondétona,
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= > vi(An).
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b. Si g =14, tenemos

/ng’/f:/xlAde:Vf(A):/XflAdu:/ngdu-

Luego, si g = >, cila,, esto sigue siendo cierto por linealidad de la integral. Si
g es medible positiva, se escribe
g=tm_gn

con (gn)nen una succesion creciente de funciones medibles simples. Entonces, por
el teorema de convergencia monétona aplicado primero a la medida vy, luego a la
medida p, se obtiene

dvy = lim g,)d
/Xg vy /X(niToog) vy
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Ejercicio 5.

a. {f >n} = f'([n; +oo]) es medible porque f es medible y [n;4o0] C [0; +o0] es
medible. Luego

/fduz/ fduzn/ dp > np({f >n}).
X {f>n} {f>n}
b. f: X — [0;+0o0] integrable significa que

/ fdp < +o0.
b's
Entonces
1
< > < — .
0<u({f=n}) < n/xfd”n_ﬁioo
Ya que A, := {f > n} es una colecciéon decreciente de conjuntos medibles que

satisface u(A1) < +ooy

+oo
() An = {f = +o0},

n=1



tenemos
u({f = +oo}) = Tim_p({f >n}) =0,
Ejercicio 6.
a. f = :Z'i fn = 1lmn 400> 1o fr es medible como limite simple (puntual) de

funciones medibles.
b. La succesion (3.7_, fr)nen es creciente, luego, por el teorema de convergencia

monétona,
[ san
X

/;iffhdu
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c. Sisup,cx fu(z) < -5, se tiene

[ < g ux)

luego, por el punto anterior,

+ool
/de,uﬁ (Zn?> x u(X) < 4o0.
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