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Ejercicio 1. Se tiene
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luego p’ y ¢’ son exponentes conjugados. Por la desiguladad de Hélder aplicada a las
funciones medibles positivas f" y g", se tiene

179" e < 1" Nl llars

lo cual nos da L
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a. Se utiliza el teorema de convergencia dominada. La succesion (fn)nen s una succe-
sion de funciones medibles que converge puntualmente (en este caso, en todas partes) a
infren frn (pues es decreciente y positiva esta succesion). Ademas, para cualquier n € N,
se tiene f,, < fo con fo integrable. Luego, por el teorema de convergencia dominada, se
tiene que inf,cn fr es integrable, que (fX fn)nen es convergente y que

i [ o= [ (ot 5

b. Si fn = 1{n;4o0[, entonces (fn)nen es una succesion decreciente de funciones medibles
positivas y se tiene, para cualquier n € N,

/fn d)\ = +o00.
R

Luego esta succesion no converge en R (y aunque converge en [0;+0oc], el limite no es
Jz fren f, pues infren fn = 0). Por lo tanto, la hipotesis fo € L'(u) es necesaria para
llegar a la conclusién anterior.
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luego

<

Ejercicio 2.

Ejercicio 3.

a. Consideremos la funcion medible
RxR — C
(z,y) — flz—y)gy)

Por el teorema de Tonelli aplicado a la funcién medible positiva |®|, se tiene que

[ - wlisidsay = [ lat ([ 176~ ac) ay

(/R 'g(y”dy) </R|f(u)|du) < 4o

donde la dltima igualdad viene de la invariancia por traslaciéon de la medida de Lebesgue.
Al ser finita esta integral, el teorema de Fubini permite afirmar que la funcion

f*g:xH/Rﬂx—y)g(y)dy

es finita casi en todas partes, medible e integrable sobre R. Ademas

/R(f*gxx) de| < / F@ — 9)llg@)| dedy = | ][9]
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b. Si f € L'(R), la funcién t — f(t)e™*2™* cumple con |f(t)e™ "¢t = | f(t)|, por lo cual
también es integrable sobre R esa funcién. Luego f es bien definida.

c. Vimos que f * g era integrable. Luego m es bien definida y, por el teorema de Fubini,

[ame=sta [ ( / f(t—u)g(u)du) et gy

/ f(t _ u)g(u)e—i27r£(t—u)e—i27r§u dtdu
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donde se us6 otra vez Fubini y la invariancia por traslaciéon de la medida de Lebesgue.

d. Supongamos primero que f es una funcién de clase C' con soporte compacto en R.
Entonces, por una integracién por partes,

i2mEt e ATt e 1 / i2mEt
e TN dt = / t)e TS dt,
o= [ 10 10|+ [0
donde la segunda integral tiene sentido pues f’ es una funcién continua con soporte com-
pacto. Luego

TV — 1 1o —i2mEt 1 /
IF (O] = ’0+ Bt /Rf (t)e dt’ < el /R|f Wldr _— o.

Ahora, si f € L'(R) es arbitraria y € es un real positivo, existe una funciéon g de clase C"*
con soporte compacto tal que ||f — g||1 < ¢ (por densidad de esas funciones en L'(R)).
Luego

F(&) < 1F©) =g +13)| < If — gl + [5(&)] < 2¢
si |€] es lo suficiente grande, pues

7 |f\/ )~ glt *Z‘““dt\ 150 - a01de = 5 - gl <=

Esto demuestra que

Jim e =o0.

e. Supongamos que existe g € L*(R) tal que, Vh € L'(R),
gxh=hxg=h.

Entonces, para h = f = (t — e_"tz), se tiene

luego
gf=fg=1r.
Ya que f(&) = e~ # 0 sobre R, lo anterior implica que
VEER, g(&) =1,

lo cual contradice que

Iim q(¢) =0.
Ig‘_>+oog(£)



