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Ejercicio 1. Se tiene
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luego p′ y q′ son exponentes conjugados. Por la desiguladad de Hölder aplicada a las
funciones medibles positivas fr y gr, se tiene

‖frgr‖1 ≤ ‖fr‖p′ ‖gr‖q′ ,
lo cual nos da ∫
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Ejercicio 2.

a. Se utiliza el teorema de convergencia dominada. La succesión (fn)n∈N es una succe-
sión de funciones medibles que converge puntualmente (en este caso, en todas partes) a
ı́nfn∈N fn (pues es decreciente y positiva esta succesión). Además, para cualquier n ∈ N,
se tiene fn ≤ f0 con f0 integrable. Luego, por el teorema de convergencia dominada, se
tiene que ı́nfn∈N fn es integrable, que (

∫
X
fn)n∈N es convergente y que

ĺım
n→+∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

( ı́nf
n∈N

fn) dµ.

b. Si fn = 1[n;+∞[, entonces (fn)n∈N es una succesión decreciente de funciones medibles
positivas y se tiene, para cualquier n ∈ N,∫

R
fn dλ = +∞.

Luego esta succesión no converge en R (y aunque converge en [0; +∞], el límite no es∫
R ı́nfn∈N f , pues ı́nfn∈N fn = 0). Por lo tanto, la hipótesis f0 ∈ L1(µ) es necesaria para
llegar a la conclusión anterior.

Ejercicio 3.

a. Consideremos la función medible

Φ :
R× R −→ C
(x, y) 7−→ f(x− y)g(y)

.

Por el teorema de Tonelli aplicado a la función medible positiva |Φ|, se tiene que∫
R×R
|f(x− y)||g(y)| dxdy =

∫
R
|g(y)|

(∫
R
|f(x− y) dx

)
dy

=

(∫
R
|g(y)| dy

)(∫
R
|f(u)| du

)
< +∞

donde la última igualdad viene de la invariancia por traslación de la medida de Lebesgue.
Al ser finita esta integral, el teorema de Fubini permite afirmar que la función

f ∗ g : x 7−→
∫
R
f(x− y)g(y) dy

es finita casi en todas partes, medible e integrable sobre R. Además∣∣∣∣∫
R
(f ∗ g)(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
R2

|f(x− y)||g(y)| dxdy = ‖f‖1 ‖g‖1.
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b. Si f ∈ L1(R), la función t 7−→ f(t)e−i2πξt cumple con |f(t)e−i2πξt| = |f(t)|, por lo cual
también es integrable sobre R esa función. Luego f̂ es bien definida.

c. Vimos que f ∗ g era integrable. Luego f̂ ∗ g es bien definida y, por el teorema de Fubini,∫
R
(f ∗ g)(t)e−i2πξt dt =

∫
R

(∫
R
f(t− u)g(u) du

)
e−i2πξt dt

=

∫
R2

f(t− u)g(u)e−i2πξ(t−u)e−i2πξu dtdu

=

(∫
R
g(u)e−i2πξu du

)(∫
R
f(v)e−i2πξv dv

)
= f̂(ξ) ĝ(ξ)

donde se usó otra vez Fubini y la invariancia por traslación de la medida de Lebesgue.

d. Supongamos primero que f es una función de clase C1 con soporte compacto en R.
Entonces, por una integración por partes,

f̂(ξ) =

∫
R
f(t)e−i2πξt dt =

[
f(t)

e−i2πξt

−i2πξ

]+∞
−∞

+
1

i2πξ

∫
R
f ′(t)e−i2πξt dt,

donde la segunda integral tiene sentido pues f ′ es una función continua con soporte com-
pacto. Luego

|f̂(ξ)| =
∣∣∣∣0 +

1

i2πξ

∫
R
f ′(t)e−i2πξt dt

∣∣∣∣ ≤ 1

i2π|ξ|

∫
R
|f ′(t)| dt −→

|ξ|→+∞
0.

Ahora, si f ∈ L1(R) es arbitraria y ε es un real positivo, existe una función g de clase C1

con soporte compacto tal que ‖f − g‖1 < ε (por densidad de esas funciones en L1(R)).
Luego

f̂(ξ) ≤ |f̂(ξ)− ĝ(ξ)|+ |ĝ(ξ)| ≤ ‖f − g‖1 + |ĝ(ξ)| < 2ε

si |ξ| es lo suficiente grande, pues

|f̂(ξ)− ĝ(ξ)| =
∣∣∣∣∫

R

(
f(t)− g(t))e−i2πξt dt

∣∣∣∣ ≤ ∫
R
|f(t)− g(t)| dt = ‖f − g‖1 < ε.

Esto demuestra que
ĺım

|ξ|→+∞
f̂(ξ) = 0.

e. Supongamos que existe g ∈ L1(R) tal que, ∀h ∈ L1(R),

g ∗ h = h ∗ g = h.

Entonces, para h = f = (t 7−→ e−πt
2

), se tiene

ĝ ∗ f = f̂ ∗ g = f̂

luego
ĝ f̂ = f̂ ĝ = f̂ .

Ya que f̂(ξ) = e−πξ
2

6= 0 sobre R, lo anterior implica que

∀ξ ∈ R, ĝ(ξ) = 1,

lo cual contradice que
ĺım

|ξ|→+∞
ĝ(ξ) = 0.


