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Ejercicio 1. (1 punto) Calcular
∫
R e
−πx2dx.

Ejercicio 2. (2 puntos) Se define, para cada n ∈ N∗, la función fn : x 7→ (senx) e−nx.

a. Mostrar que, para cualquier n ≥ 1, la función fn es Lebesgue-medible y
+∞∑
n=1

∫ +∞

0

|fn(x)| dx < +∞.

b. Deducir de lo anterior que la función

f : x 7−→
{

sen x
ex−1

si x 6= 0

1 si x = 0

es Lebesgue-integrable sobre [0; +∞[ y que∫ +∞

0

senx

ex − 1
dx =

+∞∑
n=1

1

n2 + 1
·

Ejercicio 3. (7 puntos) Sea (X,M, µ) un espacio medido y sean p < q en [1; +∞].

a. Se supone primero que q < +∞ y se considera f ∈ Lp(µ) ∩ Lq(µ). Mostrar que, para
cualquier r ∈]p; q[, se tiene f ∈ Lr(µ). Indicación : Se podrá demostrar primero que

|f |r ≤ |f |p1{|f |≤1} + |f |q1{|f |>1}.

b. De ahora en adelante, se supone que q = +∞ y se considera f ∈ Lp(µ) ∩ L∞(µ).
Mostrar que, para cualquier entero r ∈]p; +∞[, se tiene f ∈ Lr(µ) y que

‖f‖r ≤ ‖f‖p/rp ‖f‖1−p/r∞ .

Indicación : Se podrá escribir

|f |r = |f |p|f |r−p ≤ |f |p‖f‖r−p+∞ ,

donde la desigualdad vale µ-casi en todas partes.

c. Deducir de lo anterior que
ĺım sup
r>p

‖f‖r ≤ ‖f‖∞.

d. De ahora en adelante, se supone además que ‖f‖∞ 6= 0. Sea ε ∈]0; ‖f‖∞[ y sea

Eε = {x ∈ X | |f(x)| ≥ ‖f‖∞ − ε}.
Mostrar que Eε es medible y que

µ(Eε) > 0.

e. Mostrar que, para cualquier r > p,(
‖f‖∞ − ε

)r
µ(Eε) ≤ ‖f‖rr < +∞.

f. Deducir de lo anterior que
‖f‖∞ ≤ ĺım inf

r>p
‖f‖r.

g. Mostrar que, si f ∈ Lp(µ) ∩ L∞(µ), entonces la succesión (‖f‖r)r>p converge y que

ĺım
r→+∞

‖f‖r = ‖f‖∞.
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