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No se autorizan libros ni notas personales. Se recomienda usar un borrador.

Ejercicio 1. (1 punto) Demostrar, a partir de la definicién, que Q es un subconjunto de
medida de Lebesgue nula de R.

Ejercicio 2. (1 punto) Sea f : R — R una aplicacién mondtona. Mostrar que f es
boreliana.
Ejercicio 3. (1 punto) Sea (X, M) un espacio medible y sea (fn, : X — R)nen una
succesion de funciones medibles. Mostrar que el conjunto
{re X | lir_‘{l fn(x) existe y es finito}
n——+oo
es medible. Indicacion : Se podré usar que una succesioén de niimeros reales converge hacia
un limite finito si y so6lo si esta succesion es de Cauchy.
Ejercicio 4. (2 puntos) Sea (X, M, 1) un espacio medido y f : X — [0; +00] una aplica-
cién boreliana.
a. Mostrar que la aplicacion
U M —  [0;+00]
WA [, fdu

es una medida sobre (X, M).
b. Mostrar que si g : X — [0; +00] es medible, entonces

/gdl/f:/ fgdp.
X X

Indicacion : se podra empezar con el caso en que g es simple, luego usar que una
funcién medible positiva es limite de una succesioén creciente de funciones medibles
simples.

Ejercicio 5. (2 puntos) Sea (X, M, ) un espacio medido y sea f : X — [0;400] una
aplicacion medible.

a. Sean € N;n > 1. Mostrar que el conjunto {f > n} es un subconjunto medible de
X y que

1
prznh <t [ sdu
nJx
b. Deducir de lo anterior que si f es integrable entonces

i ({f = +o0}) = 0.

Ejercicio 6. (3 puntos) Sea (X, M, 1) un espacio medido y sea (fn)necn una succesion de
funciones medibles sobre X, con valores en [0; +00].

a. Mostrar que la funcién
“+ o0
F=2 I
n=0

es una funcién medible sobre X, con valores en [0; +00].

b. Mostrar que
+oo
[ san=> [ fudn
X e

c. Mostrar que si X es de medida finita y si, para cada n € N, se tiene

1
n < 5
) < 5

entonces f es integrable sobre X.



