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EJERCICIO 1.

a. Sea (X, M,u) un espacio medible de
medida finita. Mostrar que si ¢ > p > 0,
entonces L(u) C LP(u). Indicacion : Con-
siderar f € £(u) y escribir

/x = /{mzu i /{|f|<1} o

b. Sea (I, P(I), m) un espacio medido dis-
creto. Se denota ¢7(I) el espacio LP (I, m).
Mostrar que si ¢ > p > 0, entonces ¢F(I) C
29(I). Indicacion : Considerar (z;)ic; €
(P(I), mostrar que J :={i € I | |z;| > 1}
es finito y escribir
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c. Se considera la medida de Lebesgue en
]1; +00[. Mostrar que z — % pertenece a
£? pero no pertenece a £' y mostrar que
T \/%1]1;2] (x) pertenece a L' pero no
pertenece a £2.
EJERCICIO 2. Sea (X, M,u) un espacio
medible. Sea p € [l;4o00[ y sea (fn
X — [0;400])nen una succesion de fun-
ciones medibles.
a. Mostrar que
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EJERCICIO 3. Sea (X, M, u) un espacio
medido. Mostrar que
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es un producto hermitico en £2(X, u; C).
Deducir del teorema de Riesz-Fischer que
L?(X, u; C) es un espacio de Hilbert. Indi-
cacion : Utilizar la desigualdad de Holder
para demostrar que |(f | g)| < +oo.

EJjercicio4. Sea (X, M,pu) un espacio
medido. Sea f € £'(u) y sea g € L>(p).

Mostrar que fg € £L'(p) v que
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EJERCICIO 5. Sea (X, M,u) un espacio
medido y sea f : X — [0;4o00] una fun-
cién (no necesariamente medible). Se de-
nota sup,(f) la cota superior esencial de
f. Mostrar que sup,(f) es el elemento de
[0; +00] caracterizado por la siguientes dos
condiciones :

(i) el conjunto {f > sup.(f)} es u-
omitible.

(ii) para cualquier « > 0, el conjunto

{f> SI:p(f) —a}

no es p-omitible.

EJERCICIO 6. Sea (R™, M, ) el espacio de
Lebesgue.

a. Mostrar que si f es acotada sobre R",
entonces f € L>(R™).

b. Mostrar que si f también es continua,
entonces

EJERCICIO 7. Sea (X, M,u) un espacio
medido de medida finita. Mostrar que

L% (p) C [ LP (k)
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pero que esta inclusién es estricta en ge-
neral. Indicacion : Para demostrar que
la inclusion es estricta en general, se po-
dra considerar el espacio de probabilidad
(N, P(N*),pu : n = =), la funcién f :
n — Inn y mostrar que f € Np>1LP (1)
pero f ¢ L= ().

EJERrcicio 8. Sea (R, M, \) el espacio de
Lebesgue y sea p € [1; +o0l.
a. Mostrar que
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pertenece a LP(R) pero no pertenece a
L (R).

b. Mostrar que una funciéon constante
estrictamente positiva en R pertenece a
L*°(R) pero que no pertenece a ningin
L?(R) para p € [1; 400l



