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Ejercicio 1. Se denota λ la medida de Le-
besgue sobre [0; 1].
a. Sea k ∈ N. Mostrar que la función

fk : x 7−→ x2k(1− x)

es Lebesgue-integrable sobre [0; 1] y calcu-
lar Z

[0;1]

fk dλ.

Indicación : Utilizar un teorema de com-
paración con la integral de Riemann.
b. Sea

gn =

nX
k=0

fk.

Mostrar que, para cualquier x ∈ [0; 1],

gn(x) =
1− x2n+2

1 + x
y que

ĺım
n→+∞

Z
[0;1]

gn dλ = ln 2.

Indicación : Utilizar el teorema de conver-
gencia monótona.
c. Sea

Sn =

nX
k=0

(−1)k

k + 1
·

Deducir de lo anterior que
+∞X
n=0

(−1)k

k + 1
= ln 2.

Indicación : Estudiar por separado la con-
vergencia de (S2n+1)n∈N y la de (S2n)n∈N.
d. Sea

hn =

nX
k=0

(−1)kfk.

Mostrar que, para cualquier x ∈ [0; 1],

ĺım
n→+∞

hn(x) =
1− x
1 + x2

·

e. Utilizar el teorema de convergencia do-
minada para demostrar que

ĺım
n→+∞

Z
[0;1]

hn(x) dλ =
π

4
− 1

2
ln 2.

Indicación : Establecer, para cualquier n ∈
N y cualquier x ∈ [0; 1], la desigualdad

hn(x) ≤ 1

1 + x
·

f. Mostrar queZ
[0;1]

(−1)kfk dλ =
(−1)k

2k + 1
− (−1)k

2k + 2

y deducir de esto que
nX
k=0

(−1)k

2k + 1
=

Z
[0;1]

h dλ+
1

2

nX
k=0

(−1)k

k + 1
·

g. Deducir de lo anterior que
+∞X
k=0

(−1)k

2k + 1
=
π

4
·

Ejercicio 2. Estudiar ĺımn→+∞ In en los
siguientes casos.
a. In =

R π
0

ln
`
e+ x

n

´
senx dx.

b. In =
R n
0

`
1 + x

n

´n
e−2x dx.

c. In =
R n
0

`
1− x

n

´n
(cosx)n dx.

d. In =
R +∞
0

n sen( x
n )

x(1+x2)
dx.

Ejercicio 3. Mostrar que, para cualquier
α > 0,

ĺım
n→+∞

Z n

0

“
1− x

n

”n
xα−1 dx

=

Z +∞

0

e−xxα−1 dx.

Ejercicio 4. Sea f : R+ → R una función
Lebesgue-integrable. Se define la transfor-
mada de Laplace de f por la siguiente fór-
mula

Lf : x 7−→
Z +∞

0

e−txf(t) dt.

a. Mostrar que Lf está bien definida y es
continua sobre [0; +∞[.
b. Mostrar que ĺımx→+∞ Lf (x) = 0.
c. Mostrar que Lf es derivable sobre
]0; +∞[ y que

L′f (x) =

Z +∞

0

−te−txf(t) dt.

Indicación : Se podrá estudiar la derivabi-
lidad de Lf sobre ]α; +∞[ para todo α > 0.
d. Mostrar que L′f es continua sobre
]0; +∞[.
e. Mostrar que Lf es de clase C∞ sobre
]0; +∞[ y calcular L(n)

f para todo n ∈ N.
f. Estudiar

ĺım
x→+∞

L(n)
f (x).
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