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MEDIDA E INTEGRACION
Calculo integral (I)
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EJERCICIO 1. Se denota A la medida de Le-
besgue sobre [0; 1].
a. Sea k € N. Mostrar que la funcién

"(1-2)

feixr— 22
es Lebesgue-integrable sobre [0; 1] y calcu-
lar

frdA.
[0;1]

Indicacion : Utilizar un teorema de com-
paracién con la integral de Riemann.

b. Sea
gn=>_ I
k=0

Mostrar que, para cualquier z € [0;1],

1— m2n+2
gn(z) = 1tz
y que
lim gndA =1In2.

n—-+4oo [051]

Indicacion : Utilizar el teorema de conver-
gencia monotona.

c. Sea
N
P k+1
Deducir de lo anterior que
+oo
SOy
= k+1
Indicacion : Estudiar por separado la con-

vergencia de (S2nt1)nen ¥y la de (S2n)nen.
d. Sea

n

hyp = Z(*l)kfk-

k=0
Mostrar que, para cualquier z € [0; 1],
11—z
lim h,(x) = .
n—-+oo ( ) 1+ 2

e. Utilizar el teorema de convergencia do-
minada para demostrar que

T 1
lim hpn(z)dA = — — = In2.
n=te0 Jon @ 42

Indicacion : Establecer, para cualquier n €
N y cualquier z € [0; 1], la desigualdad

<
h"(x) B

f. Mostrar que
-k (=
1) feda = & -
/[0;1]( L 2%k + 1
y deducir de esto que

k n k
1o~ (=D

= hdA+ = :

— 2k +1 /[0;1] 24 k+1

g. Deducir de lo anterior que

S

:02k3+1 4

EJercicio 2. Estudiar limy,— 400 I en los
siguientes casos.

a. I, = ["In(e+ %) senxda.

b. I, = fon (1 + )" —2 da:
c. I, = fon (1 — )n (cosz)"
(

oo nsen %)
d. I = [, 2] da

EJjEercicio 3. Mostrar que, para cualquier
a >0,

" T\" o
lim (1 — 7) z* Nz

0

n—-+4oo n

—+oo
:/ ¢
0

EJeErcICIO 4. Sea f : Ry — R una funcién
Lebesgue-integrable. Se define la transfor-
mada de Laplace de f por la siguiente for-
mula

—¢ a-1
T2 dx.

Lg: xb—>/ e " F(t) dt.

a. Mostrar que Ly esta bien definida y es
continua sobre [0; 4-00[.

b. Mostrar que limg—, 4o Lf(z) = 0.

c. Mostrar que Ly es derivable sobre
]0;+o0[ y que

—+oo
c’f(a;):/o —te " f(t) dt.

Indicacion : Se podré estudiar la derivabi-
lidad de L sobre |a; +oo[ para todo a > 0.
d. Mostrar que E} es continua sobre
10; +o0l.

e. Mostrar que L5 es de clase C*
]0; +00[ y calcular L:Ecn) para todo n € N.
f. Estudiar

sobre

lim L(n)( ).

T—+00



