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EJjercicio 1. Sea (X, M,u) un espacio
medido.

a. Mostrar que una funcién medible sim-
ple ¢ : X — C es integrable si y soélo si
{¢ # 0} es un subconjunto de medida fi-
nita de X.

b. Mostrar que si una funcién medible
f X — [0;+00] es integrable, entonces
{f > 0} es un subconjunto o-finito de X.
c. Mostrar que si una funcién medible f :
X — C es integrable, entonces {f # 0} es
un subconjunto o-finito de X. Indicacion :

{5 # 0} =A{lf1 >0}

EJjercicio 2. Sea (X, M,u) un espacio
medido y sea f : X — [0;4o00[ una fun-
ci6én medible.

a. Se define, para cualquier n € N,
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La succesion (Sy, )nen es la succesion de su-
mas de Lebesgue de f. Mostrar que

lim Sn:/ fdu.
X

n—-+oo

Indicacion : Mostrar que se puede apli-
car el teorema de convergencia monétona
P _ n2™—1
a la succesion ¢n = ) ;7" 1k, donde
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b. Mostrar que si se autoriza el valor 400
para f y se define

Tn(f) = Su(f) +nu({f = n}),

entonces

lim Tn(f):/dep.

n—-+oo

EJERCICIO 3. Sea (X, M, u) un espacio
medido. Mostrar que si A, B C X son dos
subconjuntos medibles de X tal que AN B
sea de medida nula y si f: AUB — C es
una funcién integrable sobre AU B, enton-

ces
Jowt =75 1,

EJERCICIO 4. Se propone dar otra demos-
tracion del lema de Borel-Cantelli (Hoja
3, Ejercicio 8). Sea (En)nen una succe-
sién numerable de subconjuntos medibles
de un espacio medido (X, M, u) tal que

S W(Ey) < +00. Sea A el subconjunto
de todos los x € X que pertencen a una
cantidad infinita de E,.

a. Mostrar que

—+oo
A={ze X | ZlE”(ac) = 4o00}.
n=0
b. Utilizar la hipdtesis sobre los FE, y el
teorema de convergencia monétona para
demostrar que p(A) = 0. Indicacion :
Se podra también usar que si f : X —
[0; +00] es integrable, entonces u({f =
+00}) = 0 (demostrarlo!).

EJERCICIO 5. Sea (X, M,u) un espacio

medido.

a. Mostrar que la aplicacion
£YX;C) —
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es una semi-norma sobre £'(X;C) y que
su nucleo es

{f € £LY(X;C) | f=0ctp}.

b. Mostrar que si (f»)nen €s una succesion
de funciones integrables que converge a f
por la semi-norma || - |1, entonces, para
cualquier € > 0,
Ii - e)=0.
i u(|f = fal > €)
Se dice que (fn)nen converge en medida

af.

EJERCICIO 6. Sea (X, M,u) un espacio
medido completo y sea Y = [0;4+00], R 6
C. Sean f y g dos funciones de X a Y que
coinciden p-casi en todas partes.

a. Mostrar que f es medible si y so6lo si f
es medible.

b. Mostrar que f es integrable si y sélo si
g es integrable y que, en este caso,

/dept:/xgdu-

EJERCICIO 7. Sea (X, M,u) un espacio
medido. Mostrar que si uno quiere obte-
ner una aplicacion lineal f € £L'(X;C) —
/ « > es necesario tener la convencion arit-
meética 0 X (+o00) = 0. Indicacion : Consi-
derar la funcion simple y medible f : x — 0
sobre R con la medida de Lebesgue y vol-
ver a la definicién de la integral.



