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Seccion 1

Ejercicio 1

1. Ya que la funciéon f es de clase C? sobre R?, para demostrar que es estric-
tamente convexa sobre R3, es suficiente demostrar que la forma cuadratica
definida por f”(z,y, z) es definida positiva en cualquier punto (z,y, z) de
R3. Se calcula

f’(m,y,z):(2+z+2y+2z —4+ 6y +2x+4z 72+62+2z+4y)
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La forma cuadratica asociada a f"(z,y, z) es
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= h?+6k®+ 61% + 4hk + 4hl + 8kl

Para estudiar el signo de esta forma cuadratica, se puede por ejemplo
hallar una reduccién de Gauss de @ :

Q(h,k,1) = h*®+6k*+ 61% + 4hk + 4hl + 8kl
(h+ 2k + 20)* — 4k* — 41> — 4hk — 4hl — 8kl
+6k% + 612 + 4hk + 4hl + 8kl
= (h+2k+20)% + 2k + 202

(Q asi escrita es una suma, con coeficientes positivos, de formas lineales
independientes elevadas al cuadrado, por lo que @ es una forma cuadratica
definidida positiva. Quod erat demonstrandum.

2. Siendo estrictamente convexa, f tiene un minimo global sobre R? si y s6lo
si tiene un punto critico en R3. Los puntos criticos de f son las soluciones
del sistema

r+2y+2z = -2
20+ 6y + 4z =
2v+4y+ 62 = 2

S



La tnica solucién de este sistema es
r=-16, y=4, z=3.

Luego f tiene un solo punto critico, el punto (—16,4,3). Ya que f es
estricatmente convexa sobre R3, este punto critico es un minimo global
sobre R3.

Ejercicio 2

. Consideremos una empresa que quiere producir una cantidad ¢ de algtin
bien econémico a partir de K unidades de capital y L unidades de trabajo.
Supongamos que el precio unitario del capital es 2 y que el precio unitario
del trabajo es 5. Luego la funcién de costo de la empresa es

C(K,L) = 2K +5L.

Se puede interpretar el problema planteado diciendo que se trata, para esta
empresa, de minimizar el costo manteniendo un objetivo de producciéon de
q unidades.

. Sea g(K,L) = 120K L — ¢ la funcién que define la restriccion en el pro-
blema. Para K y L positivos, la derivada de g no es 0, entonces podemos
aplicar el teorema de Lagrange y obtener que, si C' tiene un extremo local
bajo la restriccion g(K,L) = 0 en un punto (K, L), existe un A € R tal
que (K, L, \) sea solucion del siguiente sistema:

2 = A20L
5 = A20K
120KL = ¢

Este sistema tiene como tnica solucién
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. La funcién de costo minimo de la empresa, en funcion del objetivo de

produccioén ¢, es la funcién

O (q) = (Y31 V31
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. La derivada de la funcién C* es

(©Y(a)= Y2

Luego, cuando el objetivo de producciéon aumenta de una unidad, el costo

V3q

de produccién aumenta aproximadamente de 6q unidades.



Ejercicio 3
1. La funcién que representa lo que gana la empresa es
m(K,L,p,r,w) =pP(K,L) —rK —wL.
2. Se tiene
7 (p,r,w) = w(K*, L, p,r,w) = pP(K*,L*) —rK* — wL".

Por el teorema de la envolvente, se tiene

or*

= —K*.
or

También se puede calcular directamente la derivada de 7* con respecto a
la variable r, utilizando que (K*, L*) es solucion del sistema

oP
p87(K,L) = n
oP

De cualquier forma, eso muestra que cuando el precio unitario del capital
aumenta de una unidad, lo que gana la empresa disminuye aproximada-
mente de K* unidades.



