SOLUCION PARCIAL 2 ALGEBRA LINEAL
Universidad de los Andes 27 de febrero de 2025

Nombre: Caédigo:

Duraciéon: 80 minutos

La siguiente informacion puede ser itil:

1 -3 1 0 3 1 -3 0 0
. 1 -3 2 0 2 . 0 01 0 —1
La matriz A = 9 6 2 1 8 se reduce a la matriz H = 0 00 1 5
1 -3 016 0 0 0 0

Ejercicio 1. [16 pts, 4 c/u]
(a) Encuentre una base para el espacio nulo de la matriz A.
(b) Determine el rango y la nulidad de la matriz A.

(c¢) Determine una base para el subespacio de Myyo definido por

S (R R N

(d) Escriba el polinomio 3z® + 222 + 8z + 6 como combinacién lineal de los polinomios
pl)=a+2*+ 2z +1, qz) =2+ 22 + 2z y r(z) = 2 + 1.

Solucién 1. (a) El espacio nulo de la matriz A son las soluciones del sistema Ax = 0.
Utilizando la matriz reducida H con variables x1, xo, 3, 24, 5 tenemos:

.
1= 3.T2 o 4(135 T 3513'2 — 4.1'5 3 —4
T — 3]72 + 4.1’5 =0 To = X9 To To 1 0
T3 — Ts =0 = q23=15 = r3| = Ts =z (0] +25 | 1
T4 + 25 =0 I Ty —2x5 0 -9
_ Ts Ts 0 1
Ts = Ts

\

De esta forma, la base para el espacio nulo de A es B = {(3,1,0,0,0), (—4,0,1,-2,1)}.

(b) Por el ejercicio (a) sabemos que la nulidad de A es igual a 2 (la dimensién del espa-
cio nulo de A). Ademads, como la matriz tiene 5 columnas, el rango de A esigual a 3 = 5—2.

(c) Para entender este subespacio de matrices, recordamos la coordinatizacién de
Moy =~ R* Al escribir las matrices generadores del espacio S como vectores colum-
na se obtiene precisamente la matriz A, por lo que una base para el espacio S esta dado



por las matrices que corresonden a las columnas de A que tienen pivote en la reduccién
H. Estas columnas son la primera, la tercera y la cuarta, por lo que una base para S seria

g [t 1] L 2] oo
=tk i)k B

(d) La coordinatizacién del polinomio 3z®+x2+2x+1 serfa (3, 1,2, 1), que ese la tltima
columna de la matriz A. También, las coordinatizaciones de los polinomios p(z), q(z), r(x)
son justamente la primera, tercera y cuarta columna de A. Utilizando los resultados de
la ultima columna en la matriz reducida tenemos que Cy = 4C7 — C5 + 2CYy, por lo que
tenemos que

37° + 202 + 8x + 6 =4 - p(z) — q(z) + r(z).

Ejercicio 2. [10 pts, 5 ¢/u] Considere el subespacio de R?* dado por W = span([2,1, 1], [-1,2, 1])
en R

(a) Determine la proyeccién del vector v = (0,1, 3) sobre W.
(b) Encuentre la matriz de proyeccién sobre el espacio W, Py .
Solucién 2. Dado que W es un subespacio de R? de dimensién 2, W es un plano y

para encontrar las proyecciones sobre W es necesario primero calcular el complemento
ortogonal W+.

S i S N R

N{l 1/2 1/2] ]N{l 0 1/5 | 8}

0 3/5 ] 0 0 1 3/5 |
T=—3z x —1/5
T+22=0 ;
5 =>qy=—:z = |y|=2[-3/5

De esta forma, W+ = span(—1/5,—3/5,1) = span(—1, —3,5), y la proyeccién de v sobre
el espacio W es:

(0,1,3) @ (—1 —3,5)
(=1,-3,5) e (—1,-3,5)
:(0,1,3)—%(—1, —3,5) =(0,1,3) — ( ,—3,5)

12 36 12 12 71 9
=(0,1,3) + =, =, -=
0.1, )+(35’35’ 7) (35 35° 7)

PI"OYW(”) =V — Proywy . (’U) - (07 17 3) - (_17 _37 5)



(b) Una forma de calcular matriz de proyeccién Py es proyectar un vector general (z,y, z)
x

sobre W, y escribirlo como una matriz por el vector columna x = |y |:
z

(r,y,2) @ (—1,-3,5)

proyu(x,1:2) = (2,9, = provis (r,9.2) = (1.0,2) = 1 L0 S (<1, -3.5)
—r —3y+ 52
= (@9,5) — (-1, -3,5)
~(2.y.2) + (—x—3y+5z —3x — 9y + 152 5x+15y—25z)
e 35 ’ 35 ’ 35
34 3 5 -3 26 15 5 15 10
:(gx—%y—l—%z ) gx—l—%y—i-%z ; gx—i-%er%z)

134—35x

=—1|-3 26 15| |y
B0 5 15 10] |2
34 -3 5
De eta forma, la matriz de proyeccion es Py = — |—3 26 15
5 15 10



Ejercicio 3. [12 pts, 4 ¢/u] Considere la transformacién T : R* — R3 dada por

x T —3y+z
T\ |y =|xz—3y+2z
z 2z — 6y + 2z

(a) Encuentre el nicleo (kernel) de T', y la imagen de T

(b) ;La transformacién 7" es inyectiva? ;La transformacion es sobreyectiva? Justifique
su respuesta.

(c) Determine el complemento ortogonal del espacio W = Im(7") (la imagen de T').

Solucién 3. (a) Notemos que la matriz de representacion de T' estd dada por la matriz,

1 -3 1
B=|1 -3 2|,
2 —6 2

que corresponde a las primeras 3 columnas y filas de la matriz A, y cuya forma reducida
serfa igual a las primeras 3 columnas y filas de la matriz H,

1 =31 1 =30
B=1[1 -3 2/ ~-—~]0 0 1
2 —6 2 0 0 O
1 1
Con esto, podemos decir que Imagen(7") =span | 1], |2 (columnas de la matriz B
2 2

con pivote en la reduccién). Para calcular el kernel, revisamos las ecuaciones del sistema
homogéneo:

T3y =0 T =3y x 3 3

= y=1 = yl =y |1 = ker(T) = span 1

z =0 0 0
z=0 <

(b) La transformacién no es inyectiva porque ker(T") # {0}, y tampoco es sobreyectiva
porque rango(T) = 2 # 3 = dim(R?).

(c) Para encontrar el complemento ortogonal del espacio W = Im(7"), resolvemos el
sistema homogéneo dado por

11210 112110 [to2]0
12210 Jo1o]o "jo1o]o

T = —2z T -9
r+2z =0
Yy =0 z 1
z2=z

De esta forma, W+ = span(—2,0,1).



Ejercicio 4. [12 pts] (VERDADERO-FALSO) Diga si cada uno de los siguientes

enunciados es verdadero o falso

Solucién 4.
(i) El conjunto H = {(z,y) : y > —x} es un subespacio vectorial de R?.

FALSO. Por ejemplo, el vector v = (1, 1) estd en H porque 1 > —1, pero si multiplicamos
por el escalar & = —1 tendrfamos a - v = (—1,—1), que no pertenece a H porque y =
1% —z=—-(-1)=1.

(ii) Existe una transformacién lineal 7' : P, — My, que es inyectiva.

FALSO. Por la coordinatizacién, P, ~ R® y Mays ~ R*. Asi, cualquier transformacién
lineal T' : Py — Mays satisface que rango(7") + nulidad(7T") = 5, y como rango(7T) <
dim(Mayso) = 4, necesariamente tendremos que nulidad(7") > 1, lo que hace que T no sea
inyectiva.

(iii) Si H,, H, son dos subespacios de R" y H, C H, entonces Hy C Hi.

VERDADERO. Si v es un vector en H3-, entonces v es ortogonal a cualquier vector w
en Hy. Como H; es un subespacio de Hs, v seria ortogonal a todos los vectores de Hi,
con lo que podrfamos concluir que v € Hi-. Asi, como cualquier vector de H3- también es
un vector de Hi-, concluimos que Hi- C Hi.

(iv) Si T:R" — Myy» es una transformacion lineal y Im(7) es el espacio de las
matrices diagonales, entonces dim(ker(7")) = 4.

FALSO. El subespacio de las matrices diagonales de tamano 2 x 2 tiene dimension 2,

porque
a 0 10 0 0
b il =elo o)l ]

Asi, si T : R? — Moy es una transformacion lineal y Im(7") es el espacio de las matrices
diagonales, entonces rango(7T’) = 2, y necesariamente tenemos que

dim(ker(7T")) = nulidad(7) = 7 —rango(T) =7—2 =5 # 4.



