SOLUCION PARCIAL 1 ALGEBRA LINEAL
Universidad de los Andes 27 de febrero de 2025

Nombre: Caédigo:

Duracion: 80 minutos

Ejercicio 1. [10 pts, 5 c/u]

(a) Encuentre la ecuacién paramétrica de la recta ¢ formada por la interseccién de los
planos x +2y+2z=1yx+ 2z =0.

(b) Determine la ecuacién cartesiana del plano P que contiene a la recta ¢ y pasa por
el punto A = (1,0,0).

Solucién 1. (a) Para encontrar los puntos que estan en los dos planos resolveremos el
sistema de ecuaciones

r+2y+2z=1
r+2=0

Usando Gauss-Jordan tenemos:
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De esta manera, la ecuacion paramétrica de la recta ¢ formada por la interseccion de los
planos es
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(b) Vamos a determinar la ecuacién de P utilizando tres puntos. Uno de estos puntos es
A =(1,0,0), y los otros puntos se obtendran de la ecuacién de la recta ¢ al reemplazar el
parametro t por los valorest =0y t = 1:

1 1 1
t = B = e —_ —_—— e —_
0 = (r,y,2) ( 0, 575 0,0) (O, 2,0)

-1,1) = (—1,0,1)

t=1 = C:(Jf,y,Z):(—]_,
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Con esta informacion, podemos obtener los vectores u = B — A = (0, %, 0) —(1,0,0) =
(—1, %,0) yv=C—-A=(-1,0,1) - (1,0,0) = (2,0, 1), que son paralelos al plano P.
Asi, para obtener el vector normal a P, hacemos:
7 k
1 1 1.1
n=uxv=|—1 O:i-——j(—1)+k<0+—):(—,1,—>.
10 1 2 2 2772

Con esta informacion, la ecuacion cartesiana del plano P seria:

oIS,

1 1
ne(r—mxyy—1y,2—2)=0= 5,1,5 e(r—1,y—0,2—0)=0
1 1
= i(x—l)—i-l(y—O)—i-g(z—O):O
= ! 1+ +1 =0
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STty 5r=3 r+2y+2z=1.

1 101

N . 1 110
Ejercicio 2. [12 pts, 6 c/u] Sea A la matriz dada por A = 01 11
1 011

(a) Encuentre el determinante de la matriz A.

(b) Determine el valor de la variable y en la solucién del siguiente sistema de ecuaciones.
Describa precisamente el método que va a utilizar.
r+ytw =3
r+y+z =0
y+z+w =1
r+z+w =0

Solucion 2. NOTA: La solucién de este ejercicio puede parecer larga, pero
tengan en cuenta que escribiré diferentes formas en las que se pueden obtener
las soluciones.

(a) Se puede calcular el determinante por expansién en cofactores:

+ 1- 0+ 1-

11 1 01 (1) 1t 1- 0+ 1t 1- 0% 110 1+

0 1 1 1 |=Yr ot 1 f-1jo 1 1 [+0[0 1 1j-1]0
+

0 1 0 1 1 11 1 10 1 1

ST R 1) R O R R 1 R C IR R
=1(1-0-1-1)=1(1-0—-1(=1)) = 1(1-1+1-0)
—100-1)—1(04+1)—1(1+0) = -1—1—1=—3.
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Otra forma de calcular el determinante es usar reduccion:

1 1 01 1 1 0 1
1 110 0 01 -1
011 1" 1lo 11 1 (-Ri1+ Ry =+ Ry ; —Ri+ Ry — Ry)
1 011 0 —1 1 0
1 1 0 1 1 10 1
0 1 1 1 01 1 1
_(_1> 0 0 1 —1 (RQHR?)) _(_1) 00 1 —1 (_R2+R4_>R4)
0 -1 1 0 0 0 2 1
1 1 0 1
0 11 1
=(-D|y o | _y| (2Rs+Ri=R) =(-1)-(1-1-1-3)=-3.
0 0 0o 3

1101 3 1 10 1| 3 1 10 1] 3
111010 0 01 —1 | -3 0o 11 1] 1
01111 jo 11 1] 1{7jo 01 -1] -3
101110 0 -1 1 0] -3 0 -1 1 0| -3
10 -1 0 | 2 100 -1 | -1 100 -1 ] -1
01 1 1] 1 010 2| 4 010 2] 4
oo 1 -1] =37 joo1 -1] =37 lo0o1-1] -3
00 2 1| =2 000 3| 4 000 1 | 4/3
1000 | —1+44/3 1000 ] 1/3
0100 | 4-—2-4/3 0100 | 4/3
“loo 10| —34+4/3| |00 10| —5/3
000 1 | 4/3 0001 ]| 4/3
4 5 4 ,
Deestaforma,x:—,y:§,z:—g,w—g,yenpartlculary:—.

También podriamos resolver este ejercicio usando la Regla de Cramer. En pri-
mer lugar, tenemos que y es la segunda variable, y en la parte (a) calculamos que



det(A) = —3. Ademas,

J’- -
11 §’+ (1) (1) 110 101
det(4a) = | o - 4 q|=-30 1 1[=1[1 1 0
Y. 111 111
11 10 10 11
== (o ) e )
= 3(1-0+1-1)—1(1-141-0)=-3(1) —1(1) = -3 —1 = —4.
det(Ag) —4 4
A/ = — = — = —,
YT qet(A) T =3 3



Ejercicio 3. [12 pts] Considere la matriz A= |2 -3 1

(a) [8 pts] Encuentre la inversa de la matriz A, justificando completamente su respuesta.

(b) [4 pts] Utilice A~! para resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

r— 3y =1 —3x1 + 23 =1
20 —3y+ 2 =2 =31 +x9+223 =0
20+ 2 =1 211 + 1o =1

Solucién 3.

(a) NOTA: De nuevo, aqui mostraremos varios métodos.

Si utilizamos reduccion de Gauss-Jordan para calcular la inversa tenemos:

1 =30 100 1 =30 1 00 1 =30 ] 1 00
2 -31]010~]0 3 1] -210~1]01 5] =230
0 2 1] 001 0 2 1] 0 01 0 2 1] 0 01
1 -3 0| 1 0 0 1 -301] 1 0
~o 1 F -3 3 of~fo 3] -2
0 0 s | 5 21 0 0 1] 4 =2
1 =30 1 0 0 1 00| =5 3
~10 1 0| -2 1 —=1|~|0 10 ] -2 1
o 0 1] 4 -2 3 001 ]| 4 =2
-5 3 =3
Asi, lainversade Aes A1 = |-2 1 —1{.
4 -2 3
1
También podemos utilizar la férmula de la matriz adjunta: A= = m ~adj(A).
e
Los cofactores de la matriz A son:
-3 1 21 2 -3
Ap =+ 9 1:—5 A12:—0 1:—2 A13—+0 9 =4
-3 0 10 1 -3
Ay = — 9 1:3 A22=+0 121 A23——0 9 =2
-3 0 10 1 -3
A31:+_3 12—3 A32:—2 1:—1 A33—‘|-2 _323




El determinante de la matriz A es

1t =3 0f
det(A)=]2 —3 17 |=1-Ap+1-Ap=1-(-2)+1-3=1.
0o 2 1F
1 -5 3 -3
Por lo tanto, A™! = Iadj(A) = |-2 1 —1]|. (Recuerde que la adjunta es la
4 =2 3

transpuesta de la matriz de cofactores).

(b) Para el primer sistema de ecuaciones, la matriz del coeficientes es justamente la
matriz A, por lo que al escribir en forma matricial y multiplicar por A~! tendriamos:

1 =3 0] |z 1
A-x=b = 2 =3 1| |ly| = |2
0 2 1] |2 1
x —5 3 1 —5+6—-3 —2
xr=A"1b = y| = 2= |—-242-1|=|-1],
z 1 4—-443 3
por lo que la solucion de este sistema es © = — =—1,2=3.

Para el segundo sistema de ecuaciones, observe que si reescribimos el sistema con el
orden de variables x3, x1, xo, tendriamos:

x3—3x1+0-290 =1 [1 -3 0 T3 1
2x3 — 3x1 + X9 =0 = 2 -3 1 1| = |0
0'$3+2$1+I2 =1 _0 2 1 T2 1
-ZE3- 1- xs3 -9 3 -3 1
= |z | =A""-]0 = v =1|-2 1 -1 |0
EX 1] EZ 4 -2 3 1
EX —5—3] -8
= 1| = —2—-1(=1-3
_$2_ 4+3 ] 7
Asi, la solucion del sistema es x1 = —3, 29 = 7,23 = —8.



Ejercicio 4. [16 pts] Verdadero-Falso. Diga si cada uno de los siguientes enunciados
es verdadero o falso. Justifique claramente dos de sus decisiones.
Solucién 4.

(i) La recta ¢ con ecuaciones

r= 1+1
y= 2-2t
z=—-1+1

estd contenida en el plano que pasa por el punto (1,2, —1) y cuyo vector
normal es 7+ j + k.

VERDADERO. Note que el punto (1,2, —1) estd en la recta (cuando ¢t = 0), y
ademads el vector direccién de la recta es v = (1, —2,1), y es perpendicular al vector
normal del planon =4+ j + k = (1,1,1) ya que

nev=(111)e(1,2,-1)=1+2—1=0.
(ii) Si A es una matriz de tamano n xny A-x = 0 entonces x = 0.

FALSO. Por ejemplo, para la matriz A = [; :ﬂ yx = {ﬂ tenemos que

1 =1} 1 1-1 0 1
O IR -
(iii) Si A, B son matrices de tamano 2x2 con det(A) = 3 y det(B~!) = 5, entonces

27

VERDADERQO. Por propiedades del determinante, si det(B~!) =5 tenemos que
1

det(B) = = —. Asi, dado que las matrices son de tamano 2 x 2, tenemos

det(B=1) 5
que

det(3ABT) = 32 - det(A) - det(BT) = 3% - det(A) - det(B) = 9- 3. % _ 2



(iv) El area del tridngulo en R? cuyos vértices estan dados por los puntos
A=(1,0,-1), B=(2,2,-1) y C =(3,0,—1) es 4 unidades cuadradas.

FALSO. Recordemos que el drea del paralelogramo con dos vértices adyacentes u
y v estd dada por A = ||u X v||. Asi, el drea del tridngulo es la mitad del area del
paralelogramo con vectores adyacentes

u:B_A:(2727_1)_“-70)_1):(17270) y
v=C—A=(30,—1)—(1,0,-1) = (2,0,0).

De esta manera, el area del tridngulo es:

) y 1 1 1|[|r gk 1. .
Area del tridngulo = —A = —|lu x v||== || |1 2 0]|| = =]|[4(0) — 5(0) + k(—4)||
2 2 2 2
2 00
1 4
5110,0,4)[| = 3

(v) Existen infinitos valores reales de o para los cuales la matriz
3—a a—T7 a+10
1 -2 3
—a a—1 a+1

es invertible.

FALSO. Utilizando reduccién por filas tenemos:

3—a a—T7 a+10 ! -2 3 1 =2 3
1 —2 3 ~3—a a—7 a+10| ~|—-a a—1 a+1
—a a—1 a+1 | —a a—-1 a+1 —a a—1 a+1

1 -2 3

~|l—a a—1 a—+1

| 0 0 0

Con esto, podemos concluir que no hay ningiin valor real de a para el cual la matriz
sea invertible.
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Ejercicio 5. [10 pts, 5 c/u]

(a) Encuentre la ecuacién paramétrica de la recta ¢ formada por la interseccién de los
planos x +2y+2z=1yxz+y = 0.

(b) Determine la ecuacién cartesiana del plano P que contiene a la recta ¢ y pasa por
el punto A = (1,0,0).

Solucién 5. (a) Para encontrar los puntos que estan en los dos planos resolveremos el

sistema de ecuaciones
{x +2y+2z=1

r+y=20

Usando Gauss-Jordan tenemos:
122 |1 11010 11010 10 -2 | -1
1 10 | 0 1 2 2 | 1 01 2 | 1 01 2 | 1
-1+ 2z -1 2

r—2z=-—1 .
= = yl=|1-2z | =1 |+2|-2
y+2z=1 z z 0 1

De esta manera, la ecuaciacién paramétrica de la recta ¢ formada por la interseccién de
los planos es

] =1 2 r=—142t

yl | 1] +t]-2] = {y=1-2t

z 0 1 =1



(b) Vamos a determinar la ecuaciéon de P utilizando tres puntos. Uno de estos puntos es
A =(1,0,0), y los otros puntos se obtendran de la ecuacién de la recta ¢ al reemplazar el
parametro t por los valores t =0y ¢t = 1:

t=0 = B=(r,y,2)=(-1+4+2-0,1-2-0,0)=(-1,1,0)
t=1 = C=(z,y,2)=(-1+2-1,1-2-1,1) = (1, -1,1)
Con esta informacién, podemos obtener los vectores u = B — A = (—1,1,0) — (1,0,0) =

(-2,1,0) yv=C—-A=(1,-1,1) — (1,0,0) = (0, —1,1), que son paralelos al plano P.
Asi, para obtener el vector normal a P, hacemos:

ik
n=uxv=|-2 1 0]=41)—34(-2)+k(2) =(1,2,2).
0 -1 1

Con esta informacion, la ecuacion cartesiana del plano P seria:

ne(r—xy,y—Yy,z—2)=0= (1,2,2)e(z—1,y—0,2—0)=0
= 1z—1)+2y—0)+2(z—0)=0
= z—-14+2y+22=0 = z4+2y+2z=1

1 110

C : 1101
Ejercicio 6. [12 pts, 6 c/u] Sea A la matriz dada por A = 01 1 1
1 011

(a) Encuentre el determinante de la matriz A.

(b) Determine el valor de la variable y en la solucién del siguiente sistema de ecuaciones.
Describa precisamente el método que va a utilizar.

r+y+z =3
r+y+w =0
y+z+w =1
r+z+w =0

Solucion 6. NOTA: La solucion de este ejercicio puede parecer larga, pero
tengan en cuenta que escribiré diferentes formas en las que se pueden obtener
las soluciones.

10



(a) Se puede calcular el determinante por expansién en cofactores:

1+t 1-
1 1
0 1
1 0

(]

=1
=1

1+ 0"
0 1
11
11
1

1‘“‘

1t 0- 1+t 1+t 0-
=11 1 1 1-1]0 1
0 1 1 1 1

11 11 01 11

o af) = () (o]
(1-0+1-1)=1(1-0+1(-1))+1(1-141-0)
0+1)—1(0-1)+1(1+0)=1+1+1=3.

1+ 1+t 11 1
1 |+1(0°- 1 1|-0]0
1 1t 01 1

Otra forma de calcular el determinante es usar reduccién:

1
1
0
1

O = =

1
0
1
1

1101
1 110
0111 (B 1)
1 011
1
—1
1 (—R1+R2—>R2 ; —R1+R4—>R4)
0
1 1 10 1
1 011 1
1 (RQHRQJ,) = 00 1 -1 (—R2+R4—>R4)
0 0 0 2 1



(b) Podemos resolver el sistema de ecuaciones utiliando reduccién de Gauss-Jordan:

11103 1 1.1 o0 3 1 11 o0 3
110110 0 0 -1 1 | -3 0 0 -1 1 | =3
01111 o 1 1 1| 1710 1 1] 1
101110 0 -1 1 0] -3 0 -1 1 0] -3
(10 0 -1 | 2 10 0 -1 | 2 10 0 -1 | 2
01 1 1] 1 01 1 1] 1 01 0 2| -2
Yoo -1 1] -=3"joo 1 -1] 3]/ oo 1 -1 3
00 1 2| =2 00 1 2| =2 00 0 3| =5
1000 ] 2-5/3 1000 1/3

0100 | —2+2-5/3 |0 100 | 4/3
“loo10 | 3-53 | 0010 4/3

000 1 | —5/3 0001/ —5/3

b . 1 4 4 5 SR
eestaorma,x—g,y—g,Z—g,w——g,yenpartlcuary—g.

También podriamos resolver este ejercicio usando la Regla de Cramer. En pri-
mer lugar, tenemos que y es la segunda variable, y en la parte (a) calculamos que
det(A) = 3. Ademas,

1t 3
1 of
0 1

1
det(Ay) = ;
1 0t 1

1
1
1




Ejercicio 7. [12 pts] Considere la matriz A= |2 —3 1

(a) [8 pts] Encuentre la inversa de la matriz A, justificando completamente su respuesta.

(b) [4 pts] Utilice A~! para resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

r— 3y =1 —3x1 + 23 =1
20 —3y+ 2 =2 =31 +x9+223 =0
20+ 2 =1 211 + 1o =1

Solucién 7.

(a) NOTA: De nuevo, aqui mostraremos varios métodos.

Si utilizamos reduccion de Gauss-Jordan para calcular la inversa tenemos:

1 =30 100 1 =30 1 00 1 =30 ] 1 00
2 -31]010~]0 3 1] -210~1]01 5] =230
0 2 1] 001 0 2 1] 0 01 0 2 1] 0 01
1 -3 0| 1 0 0 1 -301] 1 0
~o 1 F -3 3 of~fo 3] -2
0 0 s | 5 21 0 0 1] 4 =2
1 =30 1 0 0 1 00| =5 3
~10 1 0| -2 1 —=1|~|0 10 ] -2 1
o 0 1] 4 -2 3 001 ]| 4 =2
-5 3 =3
Asi, lainversade Aes A1 = |-2 1 —1{.
4 -2 3
1
También podemos utilizar la férmula de la matriz adjunta: A= = m ~adj(A).
e
Los cofactores de la matriz A son:
-3 1 21 2 -3
Ap =+ 9 1:—5 A12:—0 1:—2 A13—+0 9 =4
-3 0 10 1 -3
Ay = — 9 1:3 A22=+0 121 A23——0 9 =2
-3 0 10 1 -3
A31:+_3 12—3 A32:—2 1:—1 A33—‘|-2 _323

13



El determinante de la matriz A es

1t =3 0f
det(A)=]2 —3 17 |=1-Ap+1-Ap=1-(-2)+1-3=1.
0o 2 1F
1 -5 3 -3
Por lo tanto, A™! = Iadj(A) = |-2 1 —1]|. (Recuerde que la adjunta es la
4 =2 3

transpuesta de la matriz de cofactores).

(b) Para el primer sistema de ecuaciones, la matriz del coeficientes es justamente la
matriz A, por lo que al escribir en forma matricial y multiplicar por A~! tendriamos:

1 =3 0] |z 1
A-x=b = 2 =3 1| |ly| = |2
0 2 1] |2 1
x —5 3 1 —5+6—-3 —2
xr=A"1b = y| = 2= |—-242-1|=|-1],
z 1 4—-443 3
por lo que la solucion de este sistema es © = — =—-2,2=23.

Para el segundo sistema de ecuaciones, observe que si reescribimos el sistema con el
orden de variables x3, x1, xo, tendriamos:

x3—3x1+0-290 =1 [1 -3 0 T3 1
2x3 — 3x1 + X9 =0 = 2 -3 1 1| = |0
0'$3+2$1+I2 =1 _0 2 1 T2 1
-ZE3- 1- xs3 -9 3 -3 1
= |z | =A""-]0 = v =1|-2 1 -1 |0
EX 1] EZ 4 -2 3 1
EX —5—3] -8
= 1| = —2—-1(=1-3
_$2_ 4+3 ] 7
Asi, la solucion del sistema es x1 = —3, 29 = 7,23 = —8.

14



Ejercicio 8. [16 pts] Verdadero-Falso. Diga si cada uno de los siguientes enunciados
es verdadero o falso. Justifique claramente dos de sus decisiones.

Solucién 8. (i) La recta ¢ con ecuaciones

(iii)

r= 1+t
y= 2-2t
z=—1+1

estd contenida en el plano que pasa por el punto (1,2, —1) y cuyo vector
normal es ¢ + j + k.

VERDADERO. Note que el punto (1,2, —1) estd en la recta (cuando ¢t = 0), y
ademads el vector direccién de la recta es v = (1, —2,1), y es perpendicular al vector
normal del planon =<+ 3+ k = (1,1,1) ya que

nev=(1,1,1)e(1,2,~1)=1+2—1=0.
Si A es una matriz invertible de tamano n x n y A-x = 0 entonces x = 0.
VERDADERO. Si A es invertible y A-x = 0, podemos multiplicar por la matriz
inversa y obtener A7! - Az = A710, lo que implica que = = 0.

Si A, B son matrices de tamano 2x2 con det(A4) = 3 y det(B~!) = 5, entonces

27
det(3ABT) = =

VERDADERQO. Por propiedades del determinante, si det(B~!) = 5 tenemos que

det(B) = ——

——— = —. Asi, dado que las matrices son de tamano 2 X 2, tenemos
det(B-1) 5 4
que

1 2
Aet(3ABT) = 87 - det(A) - det(BT) = 8 det(4) - det(B) =93 £ = 2

15



(iv) El area del tridngulo en R? cuyos vértices estan dados por los puntos
A=(1,0,-1), B=(2,2,-1) y C =(3,0,—1) es 2 unidades cuadradas.

VERDADERQO. Recordemos que el area del paralelogramo con dos vértices adya-
centes u y v estd dada por A = ||u x v||. Asi, el drea del tridngulo es la mitad del
area del paralelogramo con vectores adyacentes

u:B_A:(2727_1)_“-70)_1):(17270) y
v=C—A=(30,—1)—(1,0,-1) = (2,0,0).

De esta manera, el area del tridngulo es:

) y 1 1 1|[|r gk 1. .
Area del tridngulo = —A = —|lu x v||== || |1 2 0]|| = =]|[4(0) — 5(0) + k(—4)||
2 2 2 2
2 00
1 4
5110,0,4)[| = 3

3—a a—=T7 a+10
(v) Existen infinitos valores reales de a para los cuales la matriz 1 -2 3
—a a—1 a+1
es invertible.

FALSO. Utilizando reduccién por filas tenemos:

3—a a—T7 a+10 ! -2 3 1 =2 3
1 —2 3 ~|3—a a—-7 a+10| ~ |—a a—1 a+1
—a a—1 a+1 | —a a—-1 a+1 —a a—1 a+1

! -2 3

~|l—a a—1 a—+1

| 0 0 0

Con esto, podemos concluir que no hay ningtin valor real de « para el cual la matriz
sea invertible.



