UNIVERSIDAD DE LOS ANDES DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

MATE-1105: Algebra Lineal

Examen Final 202610, 27 de mayo de 2026

Ejercicio 1 2 3 4 5 Total
Pts 10 10 10 10 10 50
Pts
-3
Ejercicio 1. Sea L larecta en R? que pasa por los puntos A(—1,—3,2) y B(2,6, —4) y sea ¥ = 7
-5

(a) Demuestre que L pasa por el origen y encuentre una base para L.
(

b) Encuentre una base para L' y su dimensién.

d) Encuentre la distancia del punto P(—3,7,—5) de L.

)
)
(c) Encuentre la proyeccién de w sobre L y sobre L.
(d)
(e) Encuentre un plano F' que pasa por Q(2,3,1) que no interseque a L.

Solucion:

(a) Forma vectorial de L:

= 3
L:{ﬁ+tﬁ:tek}: 3| 4+t| 9):ter
2 —6

Tomando ¢ = 3, vemos que el origen pertence a L, entonces

1

1 —
L =gen{v} con U= §AB = 3
—2

(b) El complemento ortogonal de L es el plano E cuyo vector normal es el vector director de L,
es decir, E : x + 3y —2z = 0. Su dimensién es dim F = dimR? —dimL =3 -1 = 2.

2

(¢) = proy,w = Fedv = =SH2L0G = 25 — 957 = i
-3 2 -5

= Proyp W = w — proy; w = 7| - 6| = 1

-5 4 -1

(d) Distancia entre (—3,7,—5) y L es igual a

|16 = proy;, || = || proy @|| = V25 + 1 + 1 = /27 = 3V/3.

(e) Elplano F debe ser paralelo a la recta L, es decir, su vector normal 7 debe ser perpendicular
a L. Podemos tomar como vector normal ip = (3,—1,0)!, entonces F : 3z —y = d con
d=3-2—3=3.Dadoque Q¢ Ly F || L, sesigue que LNF = g.




Ejercicio 2. Recuerde que P, es el espacio de todos los polinimios de grado menor o igual a 2 y

considere los polinomios
qz) =2 -2z, @@)=c+2, gg@)=x+3
y la tranformacién

—T7a —4b+ 2c¢

5a 4+ 3b — 2¢

—3a —2b+ 2¢
2a + b

T:P,—RY  T(az? +bx+c)=

Sin prueba puede asumir que 7' es una transformacién lineal.

(a) Dé la definicién que g1, g2, g3 son linealmente independientes.

)
(c¢) Encuentre T(q1), T(q2), T(q3).
)

candnica en R*.

(e) Encuentre una base para el kernel de T' y su dimensién.

Demuestre que {q1, g2, g3} es una base para P5. Explique bien sus c¢dlculos.

Encuentre la representacién matricial de T' con respecto a la base {q1, g2, g3} en P y la base
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Solucion:

(a) Los vectores q1, g2, g3 se llaman linealmente independientes si y solo si el sistema agq; + bga +
cqs = 0 tiene la tnica solucién a = b = c = 0.

(b) La condicién
0 = aqi(z) +bga(2) +cqs(x) = a(x?® —22) +b(z +2) +c(x+3) = ax® + x(—2a+b+c) +2b+3c

lleva al sistema de ecuaciones para a,b, ¢

a=0, —2a+b+c=0, 2b+ 3¢ =0,
es decir a = 0, b+c=0, 2b 4+ 3¢ = 0. La segunda ecuacién da b = —c. Reemplazar
en la tercer ecuacion da 0 = —2c+ 3c = ¢, por lo tantoc=0y b= —c=0.
(c)
—-74+8 1 —44+4 0 —44+6 2
5-6 -1 3—4 -1 3—-6 -3
Toa=1 344|710 T2= | aqa| | 2| 787 | 2467 4
0 0 1 1 1 1

1 0 2
-1 -1 -3
Mr=1"1 o2 4
0 1 1
(e)
1 0 2 1 0 2 1 0 2
-1 -1 -3 0 -1 -1 . 0 1 1
1 2 4 0 2 0 0 0
0 1 1 0 1 1 0 0 0
-2
Entonces ker Mp = gen —1 . Por lo tanto,
1

kerT = gen {—2¢2 — g2 + q3} = gen {—21:2 + 4x + 1} y tiene dimensién 1.
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[3 pts]

2 pts]
[5 pts]

Ejercicio 3. Considere

1 3 4 0\ [z b
0 k+3 0 k|[y] |2
0 0 20]|lz]"14 (+)
2 6 8 6/ \w 8

(a) Encuentre todos los k € Ry b € R tal que el sistema () tenga solucién tnica. (No es necesario
encontrar la solucién z,y, z, w.)

(b) Encuentre todos los k € Ry b € R tal que el sistema (*) no tenga solucién.

(¢) Encuentre todos los k € Ry b € R tal que el sistema () tenga infinitas soluciones y encuentre
estas soluciones.

Solucién: Sea A; la matriz dada y b el lado derecho en (%). Podemos hacer Gauss-Jordan para
obtener

1 3 40 | b 1 3 40 |0b
= o k+3 0 k& | 1 0 k+3 0 k | 1
Ab)=10 "0 2 0 ] 4]l o 0o 2 o u (1)
2 6 8 6 | 8 0 0 0 6 | 8—2b

También podriamos calcular el determinante de Ay (expansién enla fila'3 y luego con Sarrus):

1 3 0
det Ay =det |0 k+3 k| =6(k+3)+6k—=6k=06(k+3). (2)
2 6 6
(a) Respuesta. k # —3, b e R.

Para que (*) tenga solucién tnica, A debe ser‘invertible. Se ve de (3) o de (4) que esto pasa
siy solo si k # —3. No hay ninguna condicién sobre b.

(b) Respuesta. k = —3, b # 5.

Para que () no tenga solucién, Ay debe ser no invertible y b tal que el sistema es inconsistente.

Reemplazamos k = —3 en (3):
134 0| b 134 0 | b
@B = o 0 a0l 4] ooz 0 |
000 6 | 8-2b 000 0 | 10-2b
La ultima fila muestra que el sistema es inconsistente si y solo si b = 5.
(c) Respuesta. k = —3; b = 5. En este caso, el cdlculo en (b) muestra que w = —1/3, z = 2,

x4+ 3y + 4z = 5, entonces la solucén general es

r=-3y—3, z2=2, w=-1/3, y es variable libre.
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3 0 1
Ejercicio 4. Sea A= |7 4 -7
10 3

a) Encuentre los valores propios de A.

(
(

)

b) Encuentre bases ortonormales de los espacios propios de A y sus dimensiones.

(c) ;Existe una base ortonormal para R® que consiste de vectores propios de A?
)

(d) ;Existe un vector 7 € R3, 7 # 0, tal que AT = 4?7

Solucion:

(a) Los valores propios de A son |[A; =2, Ay = A3 =4 ‘ porque

3-X 0 1
det(A—XN)=det| 7 4—X -7 | =B-NMUA-N—-4=D)
1 0 3-2X

=[B=A*-14-N)=B-A-1D)B-A+DA=N)=(2-N4-)N?

(b) Calculamos los espacios propios:

1 0 1 1 0 1 -1
A— MN=1|7 2 -7T]—>10 2 -—-14 — 171 = 7 s
1 0 1 0 0 0 1
-1 0 1 1 0 -1 1 0
A— )\273 = 70 =71 =10 0 0 = ’172 =101, 173 =11
1 0 -1 0 0 0 1
Por lo tanto:
Espacio propio para A = 2'es gen{; }, tiene dimensién 1,
Espacio propio para A\ = 4 es _gen{s, U3}, tiene dimension 2.

Como ya tenemos que U5 | U3, obtenemos bases ortonormales

1
para A =2: ——, para A =4: ——1s, Us.

V2

(c) Dado que A no es simétrica, no puede exisitir uan base para R® que consiste de vectores
propios de A.

Alternativamente: Si existiera tal base, deberd contener (un miltiplo de) ¥ y de vectores
Ua, U3 € ker(T —4). Entonces ¢; deberfa ser perpendicular a toda combinacién lineal de @y y
i3, en particular a s, lo que claramente es falso.

(d) Respuesta. No existe ningtin vector ¥ con A7 = .

Si existiese tal vector, entonces 1 deberia ser valor propio de A, y ya sabemos que es es falso.
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Ejercicio 5. Conteste a las siguientes preguntas y justifique bien sus respuestas.

[3 pts] (a) Sea A una matriz 3 x 3 con det(A) = 7. Encuentre una matriz B tal que det(3B~'A) = 5.
[3 pts] (b) Sea T : RS — R3 una transformacién lineal con imagen Im(7T') = gen{%; ¥, ¥3} donde
s 1 1+ 27
h= 2|, o= |m],v3=|4+7
3 1 7

Encuentre dim(Im(7)) y dim(ker(T)).

[2 pts] (¢) Sea A una matriz n x n. jSe sigue que ker(A) = ker(54)7
[2 pts] (d) Sea A una matriz n x n. ;Se sigue que Im(A) = Im(5A4)?
Solucién:

(a) Sabemos que 5 = det(3B~'A) = 55(det B)~!(det A) = Z(det B)~'. Por lo tanto, det B = .

o = O
o O

1
Podemos tomar por ejemplo B = | 0
0

7/40

~

(b) Note que U3 = 203 + ¥, por lo tanto Im(T
mente independientes, por lo tanto dim(Im
dim(Im(T)) =6 —2 =4.

~—

= gen{¥1, vs}. Claramente, ¥; y ¥ son lineal-
T)) = 2. Por lo tanto dim(ker(7)) = dim(R®) —

—~

(c) Respuesta. Si.
Solucién. Z e ker A <= Aif =0 <= 5AZ =0 <= T c ker(54).

(d) Respuesta. Si.
Solucién. j € ImA <= AZ = para algin & <= HA(+7) =7 <= 7€ Im(54).
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UNIVERSIDAD DE LOS ANDES DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

MATE-1105: Algebra Lineal

Examen Final 202610, 27 de mayo de 2026

Ejercicio 1 2 3 4 5 Total
Pts 10 10 10 10 10 50
Pts
1
Ejercicio 1. Sea L la recta en R? que pasa por los puntos A(—2,—1,—3) y/B(4,2,6) ysea @ = [ 5
7

(a) Demuestre que L pasa por el origen y encuentre una base para L.
(

b) Encuentre una base para L' y su dimensién.

d) Encuentre la distancia del punto P(1,5,7) de L.

)
)
(c) Encuentre la proyeccién de w sobre L y sobre L=.
(d)
(e) Encuentre un plano F' que pasa por Q(5,1,2) que no interseque a L.

Solucion:

(a) Forma vectorial de L:

—9 6
L:{@THZE:%R}: 1| +¢t|3]:ter
_3 9

Tomando ¢ = 3, vemos que el origen pertence a L, entonces

2

11—
L = gen{v} con 7=-AB= |1
3 3

(b) El complemento ortogonal de L es el plano E cuyo vector normal es el vector director de L,
es decir, E : 2z +y +3z = 0. Su dimensién es dim F = dimR? —dimL =3 -1 = 2.

4

(c) = proy, = <|1§|\w2>17 = 2 v =R =20= (23
1 4 -3

= proypW=w—proy;,w= 5| —|2]| = 3

7 6 1

(d) Distancia entre (1,5,,7) y L es igual a

| = proy, @ = || proy g @[l = v9+ 9+ 1= V19.

(e) Elplano F debe ser paralelo a la recta L, es decir, su vector normal 7 debe ser perpendicular
a L. Podemos tomar como vector normal ip = (1,—2,0)!, entonces F : z — 2y = d con
d=5-2-1=3.Dadoque Q¢ Ly F || L, se sigue que LNF = &.




Ejercicio 2. Recuerde que P, es el espacio de todos los polinimios de grado menor o igual a 2 y

considere los polinomios
qe)=2>+2, @) =3c+1, g(z)=2x+1
y la tranformacién

—ba — b+ 3c
3a+b—2c
—2a+c
Ta+b—4c

T:P,—RY  T(ax?+bx+c)=

Sin prueba puede asumir que 7' es una transformacion lineal.

(a) Dé la definicién que g1, g2, g3 son linealmente independientes.

)
(¢) Encuentre T(q1), T(q2), T(q3).
)

canénica en R%.

(e) Encuentre una base para el kernel de T' y su dimensién.

Demuestre que {q1, g2, g3} es una base para P,. Explique bien sus céleulos.

Encuentre la representacién matricial de T' con respecto a la base {q1, ¢2, ¢3} en P; y la base
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Solucion:

(a) Los vectores q1, g2, g3 se llaman linealmente independientes si y solo si el sistema agq; + bga +
cqs = 0 tiene la tnica solucién a = b = c = 0.

(b) La condicién
0 = aqi(z) +bga () +cqz(z) = a(z? +2) +b(3x+1) + 2z +1) = az® + 2(3b+2¢) +2a+b+c
lleva al sistema de ecuaciones para a,b, ¢

a=0, 3b+2c=0, 2a+b+c=0,

es decira =0, 3b4+2c=0, b+ c=0.La tercera ecuacién da b = —c. Reemplazar en la
segunda ecuacién da 0 = —3c+ 2¢ = —c¢, por lo tanto c=0y b= —c = 0.
(c)
—5+6 1 -3+3 0 —-2+3 1
3—4 -1 3—2 1 2—2 0
qu - 0 - ol TQQ - 1 - 11> Tq3 - 1 1
7—-8 -1 3—4 -1 2—4 -2

(d) Representacién matricial de T' en las bases dadas:

1 0 1
-1 1 0
Mr=1 4 1 1
-1 -1 -2
(e)
1 0 1 1 0 1 1 0 1
-1 1 0| _Jo 1 1| |0 11
0o 1 1 0o 1 1 0 0 0
-1 -1 =2 0 -1 -1 0 0 0

Entonces ker Mp = gen . Por lo tanto,

&,
(.
— =

kerT = gen{—qg2 — g2 + g3} = gen {—x2 -z — 2} y tiene dimension 1.
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Ejercicio 3. Considere

1 2 3 0 x a
04 0 0 y| |8
00 k-2 k||=z] |6 )
3 6 9 1 w 6
[3 pts] (a) Encuentre todoslos k € Ry a € R tal que el sistema (*) tenga solucién tnica. (No es necesario
encontrar la solucién z,y, z, w.)
[2 pts] (b) Encuentre todos los k € Ry a € R tal que el sistema (*) no tenga solucidn.
[5 pts] (c) Encuentre todos los k € Ry a € R tal que el sistema () tenga infinitas soluciones y encuentre

estas soluciones.

Solucién: Sea A; la matriz dada y b el lado derecho en (%). Podemos hacer Gauss-Jordan para
obtener

-,

(Ag[b) = (3)

w o o
DO =N
el
SO 00
o O o
OO =N

También podriamos calcular el determinante de Ay (expansién enla fila 2 y luego con Sarrus):

1 3 0
det Ay =det [0 k=2 k| =(k—2)+9%=9k=F—2. (4)
3 9 1

(a) Respuesta. k # 2, a € R.

Para que (*) tenga solucién unica, A debe ser invertible. Se ve de (b) o de (??) que esto
pasa si y solo si k # 2. No hay ninguna condicién sobre b.

(b) Respuesta. k=2, a # 1.

Para que (*) no tenga solucién, Ay debe ser no invertible y b tal que el sistema es inconsistente.
Reemplazamos k =2 en (b):

12 3 0] a 12301 a
. 04 00 | 8 0400 8
(Aelb) =1 0 0 2 | 6l 7 1o oo 2| &
0001 ]| 6-3a 0000 | 3-3a

La 1ultima fila muestra que el sistema es inconsistente si y solo si a = 1.

(c) Respuesta. k = 2,7a = 1. En este caso, el cdlculo en (b) muestra que w = 3, y = 2
x4+ 2y + 3z = 1, entonces la solucén general es

r=-32—4, y=2, w=3, z es variable libre.

péagina 4



3 01
5 2 5
1 0 3

Ejercicio 4. Sea A =
(a) Encuentre los valores propios de A.
(

)

b) Encuentre bases ortonormales de los espacios propios de A y sus dimensiones.

(c) ;Existe una base ortonormal para R® que consiste de vectores propios de A?
)

(d) ;Existe un vector 7 € R3, 7 # 0, tal que AT = 4?7

Solucion:

(a) Los valores propios de A son | A1 =4, Ay = A3 =2 ‘ porque

3-X 0 1
det(A—X)=det| 5 2-X 5 | =B-N22-N-(2=.)
1 0 3-2X

=[B=A)*=1]2-N)=B-A-1D)B-A+1DE2=AN)=l—-)\N)(2-))?

(b) Calculamos los espacios propios:

-1 1 1 1
A—)\ = 5 —2 5] =10 —2 10 = Uv1=1(5],
1 0 -1 0 0 1
1 0 1 1 0 1 -1 0
A— )\2,3 =5 0 5] =10 0 O — ’172 = 0 s _’3 =11
1 01 0 0 0 1 0
Por lo tanto:
Espacio propio para A = 2'es gen{; }, tiene dimension 1,
Espacio propio para A\ = 4 es gen{ts, U3}, tiene dimension 2.
Como ya tenemos que U5 | U3, obtenemos bases ortonormales
A L A=4 LI
ara A =2: ——p, ara A =4 : —s, Us.
p 33 1 p NG 2, U3

(c) Dado que A no es simétrica, no puede exisitir uan base para R® que consiste de vectores
propios de A.

Alternativamente: Si existiera tal base, deberd contener (un miltiplo de) ¥ y de vectores
Ua, U3 € ker(T — 2). Entonces ¢; deberfa ser perpendicular a toda combinacién lineal de @y y
i3, en particular a s, lo que claramente es falso.

(d) Respuesta. No existe ningtin vector ¥ con A7 = .

Si existiese tal vector, entonces 1 deberia ser valor propio de A, y ya sabemos que es es falso.
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[3 pts]
[3 pts]

[2 pts]
2 pts]

Ejercicio 5. Conteste a las siguientes preguntas y justifique bien sus respuestas.

(a) Sea A una matriz 4 x 4 con det(A4) = 3. Encuentre una matriz B tal que det(2BA~!) = 8.

(b) Sea T : R? — RS una transformacién lineal con kernel ker(T') = gen{#; ¥, ¥} donde

2 1 5
_’1: T ’_'2: 1 ’_’3: 271'+1
3 T m+6

Encuentre dim(Im(7)) y dim(ker(T)).
(¢) Sea A una matriz n x n. jSe sigue que ker(A) = ker(4A)?

(d) Sea A una matriz n x n. ;Se sigue que Im(A) = Im(4A4)?

Solucién:
(a) Sabemos que 8 = det(2BA™!) = 2*(det B)(det A)~! = 18(det B). Por lo tanto, det B = 3.
100 O
. 01 0 O
Podemos tomar por ejemplo B = 001 o0
00 0 3/2

(b) Note que 5 = 21 + ¥a, por lo tanto ker(T") = gen{¥;, vs}. Claramente, ¥; y ¥ son lineal-
mente independientes, por lo tanto dim(ker(7)) = 2. Por lo tanto dim(Im(7)) = dim(R?) —
dim(ker(T)) =3 -2 =1.

(c) Respuesta. Si.

Solucién. Z € ker A <= Ai =0 <= 4AZ =0 <= T c ker(4A4).

(d) Respuesta. Si.

Solucién. j € ImA <= AZ = j para algin & <= 4A(37) =7 <= 7 € Im(44).
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