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1 3 1 0
N - -2 . -1 . -1 . -2 - 5
Ejercicio 1. Sean w; = ol W2= 3| Ws= s|ya= NE b= 3 vectores en
-5 2 5 2 —2
R*. Defina el conjunto
W = gen{u?l,wg,wg}.
(a) Encuentre una base para el complemento ortogonal de W.
(b) Encuentre una base para W y su dimensién dim W.
(c) Parady l_;, diga si pertenecen a W=, Justifique su respuesta.
Solucién:
(a)
o' 1 -2 0 -5 1 -2 0 -5 1 -2 0 -5 1 0 2 3
we'|l=12 -1 3 2|—=10 3 3 12|—=|0 1 1 4|—=10 1 1 4
W' 3 -1 5 5 0 5 5 20 o 1 1 4 0 0 0 O
Por lo tanto
-3 -2
Ul = gen{fl, fQ} con fl = _é 5 fz = _1
1 0

(b) Solucién 1. Con el resultado de (a), tenemos que dimU = dimR* — dimW* = 4 — 2 = 2. En
particular, cualquier pareja de vectores linealmente independientes en W son una base para W, por
ejemplo {1, w2} es una base para W.

Solucién 2.

1 2 3 1 2 3 1 2 3

(@] | s) = X D)1, & N 0o 3 5 N 0 3 5
0 3 5 0o 3 5 0 0 0

-5 2 5 0 12 20 0 0 0

Por lo tanto dim W = 2 y {w1, w2} es una base para W.

(c) Solucién 1. Productos internos de @ y b con los vectores de la base para W:

» (@, wWh)=1+4—-25=-20+#0, por lo tanto.
» (b, W) =—10+10=0, (b, Wa) = =5+ 9 — 4 = 0, por lo tanto.

1 -3 -2
D, o R R -2 —4 -1 .
Soluciéon 2. @ = 171 + 2Ty = 5| = c1 0 + co 1 que no es posible. (Para que la
2 1 0

igualdad se cumpla en la tercer y cuarta componente, necesitariamos ci = c2 = 2, pero entonces no
se tiene igualdad en al primera y segunda componente). Por lo tanto @ ¢ W+,

0 -3 —2

- . - 5 —4 -1
b=c171 + ol — 3| = c1 0 + co 1 que se cumple para ¢; = —1,c2 = 3. Por lo

-2 1 0

tanto b € Wt.




Ejercicio 2. Considere la ecuaciéon matricial

k 1 1 x 1
1 k+2 3| [y] =2 (*)
0 2 1 z 4
[4 pts] (a) Encuentre todos los k € R tal que el sistema (x) tiene una tnica solucién.
[6 pts] (b) Encuentre la inversa de la matriz en () para k = 0 y encuentre la solucién de (x).
Solucién:
(a) Calculamos con la regla de Sarrus
k 11
O#det [1 k+2 3| =k(k+2)+2—[6k+1] =k —4k+1=(k—2)2-3.
0 21

Por lo tanto, el sistema tiene solucién tnica si y solo si |k € R\ {2+ v/3}|.

(b) Sea A la matriz en (%) con k = 0. Entonces

01 1({1 00 01 1] 1 00 01 0]-1 01
12 3]010]—=110 1{-2 1 0)—=(1 0 O0f -4 11
0 2 1[0 01 00 -1 2 01 00 —-1]-2 01

100 -4 1 1

{0 1 0| -1 0 1

00 1| 2 0 -1

Por lo tanto A™! y la solucién & son




Ejercicio 3. Sea P; el espacio vectorial de todos los polinomios de grado menor o igual a 3 y considere

la transformacién W 1)
1) +p(—1
T:P; >R:  Tp=(7? )
’ P (p’(l) +p'(-1)

En P; consideramos la base B = {p1, p2, p3, p4} donde
pi(z) = 2® + 22, po(x) = 2% + 1, p3(x) =z, pa(x) =2 — 1.

Sin prueba puede usar que T es una transformacion lineal y que B es una base para Ps.

[3 pts] (a) Encuentre la representacién matricial de T' con respecto a la base B para P; y la base candnica
para R2.
[3 pts] (b) Encuentre una base para el kernel ker T' y su dimensidn.
[3 pts] (c) Encuentre una base para la imagen Im 7' y su dimensién.
[1 pts] (d) Diga si el polinomio 7(x) = 22 pertenece al kernel de T'.
Solucién:

(a)

Tpr = (2) ; Tp2 = (2) ; Tps = (g) ; Tpa = (_3) :
Por lo tanto, la matriz que representa a 1" en las bases dadas es
ar=(5 65 a)
(b) Usando la matriz Ar podemos calcular Entonces
2 2 0 -2 11 0 -1 110 -1
<6 6 2 2)%(0 0 2 8)%(0 0 1 4)
Por lo tanto, dim(kerT) =2 y

ker T = gen{p1 — 2p2, p1 — 4p3 + p4a}
=gen{z? — 1, 2% + 2% — 3z — 1}

=gen{z? — 1, 2 — 3z}

(c) El cdlculo anterior demuestra que dim(Im7') =2 y que

= (o) ()} =e10) ()=

(d) r ¢ ker T porque Tr = (2) #0.




(6 pts]
[3 pts]
1 pts]

2 0 3
0 5 0
3 0 2

(a) Encuentre los valores propios de A y encuentre una base para cada espacio propio de A.

Ejercicio 4. Sea A =

(b) Encuentre una matriz diagonal D y una matriz invertible C tal que C~1AC = D.

(c) Encuentre una matriz diagonal D y una matriz ortogonal Q tal que Q~1AQ = D.

Solucion:

(a) Los valores propios de A son |[A; = —1, A\a = A3 =5 ‘ porque

2\ 0 3
det(A — \) = det 0 5-2A\ 0] =2-N25-X2)-956-A)=(B-N[2-1*-9
3 0 2—-)

=(B6-MN2-A=3)2-2+3)=—-6-N*1+N).

Calculamos los vectores propios:

3 0 3 1 0 1 -1
A-X=|[0 6 0] =0 1 O = U = 0],
3 0 3 0 0 O 1
-3 0 3 1 0 -1 1 0
A— )\273 = 0 0 O)—(0 O 0 = Up= 10 R 173 =11
30 -3 00 0 1 0
(b) Para que C~'AC = D podemos tomar
1 1 0 -1 0 0
1 1 0 0 0 5
(c) Para que @ *AQ = D podemos tomar
1 1 1 -1 1 0 -1 0 0
Cz(ﬁl @@): 00 V2 y D=| 050
V2 V2 V2 11 0 0 05




Ejercicio 5. Conteste a las siguientes preguntas y justifique sus respuestas.

[2 pts] (a) Encuentre la distancia del punto P(1,2,3) al plano E : 2z —y + 3z = 0.
(2 pts] (b) Sean A, B matrices 3 x 3 con det A =5 y det B = 6. Encuentre det(3AB~1).

[2 pts] (c) Diga si es verdad y justifique su respuesta: Toda matriz invertible es simétrica.
T
. . . R . . 2
[2 pts] (d) Diga si el conjunto U := { (:c2 n 1> rx € R} es un subespacio de R*.
[2 pts] (e) Diga si la siguiente transformacion es lineal y justifique su respuesta.

x
S:R*=R%L S = (k=)
Bk z (z+y

[2 pts] (f) Suponga que un sistema lineal inhomogéneo n x n es inconsistente. ; Cudntas soluciones tiene
el sistema homogéneo asociado?

Solucién:
() dist(P, E) = || proy . OP| = |

(#,0P) 5|l (#,0P) 9
Tare | = =

(b) det(3AB~') = 33(det A)(det B)~ = 255 = &,

(c) La afirmacién es falsa. Por ejemplo, la matriz <(1) ?) es invertible (porque su determinante
no es 0), pero no es simétrica.

(d) U no es un subespacio de R? porque no contiene al vector 0 porque la segunda componente
de los vectores en U siempre es > 1.

(e) La transformacién S no es lineal porque S(—é1) = S(€1) = (é>7 por lo tanto S(—¢€y) #
-5(é1).

(f) Sihay unlado derecho para el cual el sistema es inconsistente, entonces la matriz de coeficien-
tes no puede ser invertible. Esto significa que el sistema homogéneo asociado tiene infinitas
soluciones.
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1 3 2 7 2
s . - 1 . -1 . -1 . 0 - -1
Ejercicio 1. Sean w; = 5|0 w2 = 7| W= dlya=1|{_s1; b= e vectores en
4 0 -1 2 —4
R%. Defina el conjunto
W = gen{u’;’l,zﬁg,zﬁg}.
(a) Encuentre una base para el complemento ortogonal de W.
(b) Encuentre una base para W y su dimensién dim W.
(c) Parady g, diga si pertenecen a W=. Justifique su respuesta.
Solucién:
(a)
Wt 1 1 5 4 1 1 5 4 1 1 5 4 1 0 3 1
w!l=13 -1 7 0]—=]0 -4 -8 —-12|—={0 1 2 3]=(0 1 2 3
ws" 2 -1 4 -1 0 -3 -6 -9 00 0 0 0000
Por lo tanto
-3 -1
Ut = gen {1, @} con T = _i , T = _g
0 1

Solucién 1. Con el resultado de (a), tenemos que dimU = dimR? — dimW=* = 4 — 2 = 2. En
particular, cualquier pareja de vectores linealmente independientes en W son una base para W, por
ejemplo {w1, w2} es una base para W.

Solucién 2.

1 3 2 1 3 2 1 3 2
(@1 |z |10) — 1 -1 -1 N 0 -4 -3 _ 0 4 3
5 7 4 0 -8 -6 0 0 O
4 0 -1 0 —-12 -9 0 0 O

Por lo tanto dim W = 2 y {@,, W2} es una base para W.

Solucién 1. Productos internos de @ y b con los vectores de la base para W:

w (@, Wh)=T7-15+4+8=0, (@, w2) =21 —21 =0, por lotanto.
o (b, W) =2-2+5-16=—11#0, porlotanto.

7 -3 -1
. s o - . -2 -3
Solucion 2. d@ = ¢1Z1+cols — 3= c1 1 +c2 0 que se cumple para c; = —3,c2 = 2.
2 0 1
Por lo tanto @ € W+.
2 -3 -1
- . ~ -1 -2 -3 . .
b=c1%1 + oy — 1= c1 1 + c2 0 que no es posible. (Para que la igualdad se
—4 0 1
cumpla en la tercer y cuarta componente, necesitariamos ¢; = 1, ca = —4, pero entonces no se tiene

igualdad en al primera y segunda componente). Por lo tanto b ¢ W=.




Ejercicio 2. Considere la ecuaciéon matricial

k 1 2 x 3
1 k-3 3| [y] =1 (%)
0 1 1 z 2

[4 pts] (a) Encuentre todos los k € R tal que el sistema (x) tiene una tnica solucién.

[6 pts] (b) Encuentre la inversa de la matriz en () para k = 0 y encuentre la solucién de (x).

Solucion:

(a) Calculamos con la regla de Sarrus

Eoo1 2
O#det [1 k-3 3| =k(k—3)+2—[3k+1] =k —6k+1=(k—3)2-38.
0o 1 1

Por lo tanto, el sistema tiene solucién tnica si y solo si |k € R\ {3 £ v/8}|.

(b) Sea A la matriz en (%) con k = 0. Entonces

0 1 2|1 00 0 1 2 1 00 01 0|-10 2
1 -3 3|01 0]—=(1 0 9 31 0f—=110 O0f-6 19
0 1 1]0 0 1 00 =1]-1 01 00 —-1]-1 01
1 0 0f-6 1 9
=10 1 0] -1 0 2
0 0 1 1 0 -1
Por lo tanto A™! y la solucién & son
6 9 B -6 1 9 3 1
Al=|-1 0 2| y #=A"%=(-1 0 2||1]=]1
1 0 -1 1 0 -1 2 1




Ejercicio 3. Sea P; el espacio vectorial de todos los polinomios de grado menor o igual a 3 y considere
la transformacién W 1)
1) — p(—1
T:P; >R Tp=|(PF .
3 , p (p//(o) + 2]?(0))
En P; consideramos la base B = {p1, p2, p3, p4} donde

pi(x) = 3 — 22, pa(x) = z? -z, ps(x) = z2, pa(x) =2 — 3.

Sin prueba puede usar que T es una transformacion lineal y que B es una base para Ps.

[3 pts] (a) Encuentre la representacién matricial de T' con respecto a la base B para P; y la base candnica
para R2.
[3 pts] (b) Encuentre una base para el kernel ker T' y su dimensidn.
[3 pts] (c) Encuentre una base para la imagen Im 7' y su dimensién.
[1 pts] (d) Diga si el polinomio q(x) = 23 pertenece al kernel de T'.
Solucién:

(a)

= (2): = (2) =) 5 ()

Por lo tanto, la matriz que representa a 1" en las bases dadas es
2 -2 0 2
Ar = (2 2 2 6)'
(b) Usando la matriz Ar podemos calcular Entonces

2 -2 0 2_)1—10 1_)1—101
—2 2 2 —6 -1 1 1 -3 0o 01 -2/

Por lo tanto, dim(kerT) =2 y

ker T = gen{p1 + p2, —p1 + 2p3 + p4a}
— gen{a’;3 -, IB + 3332 — X — 3}

=gen{s® -z, 2* —1}.

(c) El cdlculo anterior demuestra que dim(Im7') =2 y que

=g (5) ()= 1(0) ()=

(d) g €kerT, r ¢ ker T porque




(6 pts]
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5 0 2
Ejercicio 4. Sea A=|0 3 0
2 0 5

(a) Encuentre los valores propios de A y encuentre una base para cada espacio propio de A.

(b) Encuentre una matriz diagonal D y una matriz invertible C tal que C~1AC = D.

(c) Encuentre una matriz diagonal D y una matriz ortogonal Q tal que Q~1AQ = D.

Solucion:

(a) Los valores propios de A son|A; =7, Aa =A3 =3 ‘ porque

5—A 0 2
det(A — \) = det 0 3-2) 0] =(B-N2B-X) —4B-N)=B-N[5-N?*—4]
2 0 5—X
= B-NG-A-2(6-A+2)= (@3- NPA-T).
Calculamos los vectores propios:
-2 0 2 1 0 -1 1
A—)\ = 0 —4 0] =10 1 0 — 1 =10],
2 0 —2 0 0 0 1
2 0 2 1 0 1 -1 0
A—/\2,3: 00 O)—=10 0 O = Uy = 0 ,_‘3: 1
2 0 2 0 0 O 1 0
(b) Para que C~'AC = D podemos tomar
1 =1 0 7 0 0
1 1 0 0 0 3

(c) Para que @ *AQ = D podemos tomar

1 1 1 1 -1 0 7 0 0
Q:< U1 ?72173>= 0 0 V2 y D=0 3 0
\f V2 1 1 0 0 0 3




[2 pts]

2 pts]

Ejercicio 5. Conteste a las siguientes preguntas y justifique sus respuestas.

(a) Encuentre la distancia del punto P(3,1,1) al plano F : x — 3y + 2z = 0.

(b) Sean A, B matrices 3 x 3 con det A = 3 y det B = 4. Encuentre det($A~!'B).

(c) Diga si es verdad y justifique su respuesta: Toda matriz simétrica es invertible.
)

(d) Diga si la siguiente transformacion es lineal y justifique su respuesta.

x
SIRP SR, Sy = (””“’)
y+ |2l
Y
(e) Diga si el conjunto U := {( 2;:_ 1) S R} es un subespacio de R?.
x

(f) Suponga que un sistema lineal inhomogéneo n x n es inconsistente. ; Cudntas soluciones tiene
el sistema homogéneo asociado?

Solucién:
(a) dist(P, E) = || proyg. OP| = ‘

(i, 0P (#, OP) 2
N7l Il Vid®

)=l
A | T

(b) det(LA~1B) = (1)3(det A)~}(det B) = & = 1.

(c¢) La afirmacién es falsa. Por ejemplo, la matriz <8 8) es simétrica pero no es invertible
(porque su determinante es 0).

(d) U no es un subespacio de R? porque no contiene al vector 0 porque la segunda componente
de los vectores en U siempre es > 1.

(e) La transformacién S no es lineal porque S(—€3) = S(€3) = (2), por lo tanto S(—¢3) #
—S5(é3).

(f) Sihay un lado derecho para el cual el sistema es inconsistente, entonces la matriz de coeficien-
tes no puede ser invertible. Esto significa que el sistema homogéneo asociado tiene infinitas
soluciones.




