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Este es un examen indiidual. Tiempo: 09:00-11:00 (120 min).

9
Problema 1. Sea E : 2z —y + 3z = 0 un plano en R y sea i = | 2
4

Q
Ny

Encuentre la ecuacién para el plano que pasa por el punto (9,2,4) y es paralelo a E.

Encuentre una ecuacién para la recta que pasa por el punto (9,2,4) y es perpendicular a E.

o
~

Encuentre vectores d en E y b perpendicular a F tal que © = d + b.

~—~ o~~~
o
~

o
—

Encuentre la distancia del punto (9,2,4) al plano E.

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

Solucion.

(a) F: 2z —y+32=18—-2+12=28.

2 9 2
(b) Un vector normal al plano es 7 = (—1 , por lo tanto la recta que buscamos es L = { (2) +t (—1) S R}.
3

):

182412 > 22ﬁ:2ﬁ: (_
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41149 T 1
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2 0
Problema 2. Para los vectores ¥ = | 0| y @ = | 1| defina el plano F = gen{#, W} generado por
1 0

ellos en R3. Con T denotamos la reflexién con respecto a este plano.

52
Ny

Encuentre un vector normal 7 para el plano FE.

=3
~—

Encuentre T, TWw y TT.
Encuentre la representacién matricial de T' con respecto a la base {0, o, ©i}.

Encuentre la representacién matricial de T con respecto a la base canénica de R3.

Solucion.

(a) Un vector normal para el plano E es 7

(b) T% = v, T = @ y Tt = —i.




0 0

1 0].

0o -1
J, W

(d) Sea B = (¥, w, 7). Entonces A7 can = BArB~1. Calculemos B~ !:

2 0 -1]1 0 0 00 5|1 0 -2 0 0 -5 1 0 -2
01 o|o 1 o0of]—(o1 o0o|l0o1 o]—]0o 1 o] 01 o0
10 2|0 o0 1 10 2|0 0 1 1 0 025 0 1/5
1 0] 2/5 0 1/5
— 1o 1 o0 01 of.
0 1| -1/5 0 2/5

Por lo tanto

= O N

2
AT can = BArB™! = <o
1

1 3 0 4
=—-(0 5 0].
514 0 -3
3 0 -2
Problema 3. Sea A = 0 5 0
-2 0 3

(a) Encuentre todos los valores propios de la matriz A y dé bases para sus espacios propios.

(b)  Encuentre una matriz diagonal D y una matriz ortogonal @ tales que A = QDQ~!. (No es
necesario calcular Q1)

Solucion.

(a) Polinomio caracteristico de A (con la regal de Sarrus):

3 0 -2
det(A—A):det( 0 5-2X 0) =B=N26-N-HU46G-AN]=6-N[B-1N2-4]
-2 0 3—2)

=GB-NB-A=2)B-A+2)=(G-N31-N).

Por lo tanto los valores propios son Ay =1y Ay = 5.

2 0 -2 2 0 -2 1 0 -1 1
A-1= 0 4 0 — (|0 4 0] — |0 1 0 =  ker(A—1)=gen{¥1}conv; = |0
-2 0 2 0 0 0 0 0 0 1
-2 0 =2 1 0 1 1 0
A—5= 0 0 0Of — 0 0 O —>  ker(A —5) = gen{¥2, U3} con v = 0,dv3=1[1].
-2 0 -2 0 0 0 -1 0

(b) Observe que U2 L ¥3, entonces una base ortonormal de ker(A — 5) es

Wy = ||Z_)’2||71’L72 = w3 = ||1_)’3||71’L73 = Us.

1
—F=v2,
V2




Luego A = QDQ~! si escogemos

1 0 O 1 1 1 0
D=0 5 0 y Q=—[0o o v2|.
0 0 5 v2\1 -1 o
1 5 4 . 4
Problema 4. Para k € R defina la matriz Ay, = |1 k 0| yseab= |2
3 k 2 1

I
kel
[
n

(a) Encuentre todos los k para los que Ay no es invertible y todos los k para los que si es invertible.

4 pts. (b) Tome k = 0 y encuentre Aj".
(¢) Encuentre todas las soluciones de Ao = b.
Solucién.
(a) det Ay = 2k + 4k — [12k + 10] = —6k — 10. Entonces: Ay, es invertible si k € R\ {—5/3} y no es invertible se
k= —5/3.
(b)
1 5 41 0 O 0 5 411 -1 0 0 5 0|1 5 =2
(Alh=[1 0 olo 1 o] —{1 0 0|0 1 0]—=(f1 0o0fl0 1 o
3 0 210 0 1 0 0 2]0 =3 1 0o 0 2|10 -3 1
1 0 O 0 1 0
o 1 o] 15 1 —2/5].
0 0 1 0 -3/2 1/2
Luego

(c) La solucién de AZ = b es
1 [0 10 0\ /4 1 20 2
f=A7"%=—12 10 —4||2]==| 24|=[12/5].
108 —15 5/ \1) 10\_25 —5/2

Problema 5. Resuelva los siguientes problemas y justifique bien sus respuestas.

2 pts.| (a) Encuentre dos matrices 2 x 2 diferentes que satisfacen det(34A4*A~1) = 7.
1 4
2 pts.| (b) Encuentre un vector ¥ € R® que no pertence a al espacio gen 21,15
3 6

3pts.| (c) Encuentre una transformacién lineal T : R? — R3 cuyo kernel es gen { (;) }

3pts.| (d) Sea V un espacio vectorial y suponga que los vectores a, b, ¢ son linealmente independientes en
V. Definamos = = 2a, y = a + b+ ¢,z = b+ ¢. Encuentre dim(gen{z, y, z}).



Solucion.

a atrices 2 X 2 que satisfacen det — %) =7 son por ejemplo y .
Matrices 2 x 2 isfacen det(3AAA~1) = 7 '1(1)7?9 A

(b) Por ejemplo el vector que es el producto cruz de los dos vectores dados no pertenece a su espacio generado:
(—3,6,—3).

-2 7
(c)T=1[-2 7| sirve.
-2 7

(d) Sea n := dim(gen{z, y, z}). Claramente z y y son linealmente independiente, por lo tanto n > 2. Por otro lado
%:p —y + z = 0 que implica que n < 2. En total tenemos que n = 2.
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Problema 1. Sea E : 3z — 2y — z = 0 un plano en R? y sea i = 6
1

2 pts

Q
Nay

Encuentre la ecuacién para el plano que pasa por el punto (—=5,6,1) y es paralelo a E.

=
~

3 pts. Encuentre una ecuacién para la recta que pasa por el punto (—5,6,1) y es perpendicular a E.

3 pts Encuentre vectores d en E y b perpendicular a F tal que © = a + b.

A/{?/-\/‘\
2

Encuentre la distancia del punto (—5,6,1) al plano E.
2 pts

Solucion.

(a) F:3z—2y—2z=—-15—12—-1= —-28.

3 -5 3
(b) Un vector normal al plano es 7 = (—2) , por lo tanto la recta que buscamos es L = { ( 6) +t (—2) S ]R},
-1 1 -1

e ~ @) —15-12—1 — 4 —6
(¢) b=proyz; d = <HﬁH2>n: éizlfl 1n:f§—8n272n_< g)
T 5 _ —6 _ 1
a=a-5=("¢)- (1) = (1)

(d) dist((—6,5,1), E) = ||b]| = 2v/9 + 4 + 1 = 2V/14.

1 0
Problema 2. Para los vectores v = 0] yw=|1] defina el plano E = gen{v, w} generado por
-3 0
ellos en R3. Con T denotamos la reflexién con respecto a este plano.
(a) Encuentre un vector normal 7 para el plano E.
2 pts.| (b) Encuentre T4, Tw y T'i.
(¢) Encuentre la representacién matricial de T' con respecto a la base {7, o, 7i}.
3 pts. ® y L f
(d) Encuentre la representacién matricial de T' con respecto a la base canénica de R3.
3 pts.

Solucion.

3
(a) Un vector normal para el plano E es 7 = ¥ X @ = (O) .
1

(b) T% = v, T = @ y Tt = —i.




(d) Sea B = (¥, w, 7). Entonces A7 can = BArB~1. Calculemos B~ !:
1 0 3|11 0 O 1 0 3 1 0 O 1
0 1 0 0 1 0)—1|0 1 0j0 1 0)]—10
-3 0 1 0 0 1 0 0 103 0 1 0
1 0 O 1/10 0 -3/10
— |0 1 0 0 1 0].
0 0 1/3/10 0 1/10
Por lo tanto
1 0 3 1 0 0 1
Arcan=BArB™'=(0 1 o]0 1 o|Bl=—
-3 0 1/ \0 0 -1 10\

0
0

0
1
0 10

1/10 0 —3/10
0 1 0
3 0 1

5 0 —1
Problema 3. Sea A = 0 4
-1 0 5
(a) Encuentre todos los valores propios de la matriz A y dé bases
(b)  Encuentre una matriz diagonal D y una matriz ortogonal @ tales que A = QDQ~!. (No es

necesario calcular Q1)

para sus espacios propios.

Solucion.

(a) Polinomio caracteristico de A (con la regal de Sarrus):

5 X 0 -1
det(A—A):det( 0 4—-2X 0):(5—)02(4—,\)—(4
—1 0 5—2)\

=(@A-NG-A=1GE=-A+1)=4-236-N).

Por lo tanto los valores propios son A1 =6 y Ay = 4.

(b) Observe que U2 L 73, entonces una base ortonormal de ker(A — 5) es

Wy = ||T2|| "' 02 = Wy = || 03]~ 03

1
—F=v2,
V2

-1 0 -1 —1 0 -1 1 0 1
A—-6= 0 -2 0] — 0 -2 0] — (0 1 O ==
-1 0 -1 0 0 0 0 0 O
1 0 -1 1 0 -1 1
A-—5= 0 0 0 — (0 O 0 — ker(A—4) =gen{¥2, U3} convp = |0,
-1 0 1 0 0 0

=X =(@=-N[6E-1-1]

-1
0

ker(A — 1) = gen{v1} con 71 = (
1

—

= Us.

)




Luego A = QDQ~! si escogemos
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Problema 4. Para k € R defina la matriz Ay = |k k& 3| y sea b= |2
1 6 6 3

(a) Encuentre todos los k para los que Ay no es invertible y todos los k para los que si es invertible.

I
kel

[

n

(b) Tome k = 0 y encuentre Aj".

4 pts.
(¢) Encuentre todas las soluciones de AyZ = b.
Solucién.
(a) det Ay = 6k + 12 — [18 4 24k] = —6 — 18k. Entonces: A, es invertible si k € R\ {—1/3} y no es invertible se
k=—1/3.
(b)
1 4 01 0 O 1 4 0 1 0 O 1 4 0] 1 0 O
(Aolh=[0 0o 3l0o 1 o)]—1{0 0 3| 0o 1 0)]—=f0o o0 3] o 1 o0
1 6 6|0 0 1 0 2 6| -1 01 0 2 0| -1 -2 1
1 0 O 3 4 -2 1 0 O 3 4 =2
~—5lo 0o 3] 0o 1 o|l—]0o 1 0|12 -1 1/2].
0o 2 0| -1 =2 1 0 0 3 0 1/3 0
Luego

(c) La solucién de AZ = b es

Problema 5. Resuelva los siguientes problemas y justifique bien sus respuestas.

2 pts.| (a) Encuentre dos matrices 2 x 2 diferentes que satisfacen det(54-1A*A) = 3.

3 5
2 pts.| (b) Encuentre un vector ¥ € R® que no pertence a al espacio gen 21, |1
1 4

3pts.| (c) Encuentre una transformacién lineal T : R® — R? cuya imagen es gen { (?,) }

3pts.| (d) Sea V un espacio vectorial y suponga que los vectores a, b, ¢ son linealmente independientes en
V. Definamos x = a + b — 4¢, y = a + b+ ¢, z = 3c. Encuentre dim(gen{z, y, z}).



Solucion.

(a) Matrices 2 x 2 que satisfacen det(54~1A*A) = 3 son por ejemplo ((1) 3/025) y (3/025 ?)

(b) Por ejemplo el vector que es el producto cruz de los dos vectores dados no pertenece a su espacio generado:
(7,-7,-7)t.

5 0 O .
()T = <3 0 0) sirve.

(d) Sea n := dim(gen{z, y, z}). Claramente z y z son linealmente independiente, por lo tanto n > 2. Por otro lado
z —y+5/3z = 0 que implica que n < 2. En total tenemos que n = 2.




