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MATE-1105: Algebra lineal

Examen Final 201920, 09 de diciembre de 2019

/50

Este es un examen indiwidual. Tiempo: 12:00-14:00 (120 min).

113 1 9
Problema 1. Considere la matriz S=[1 1 3 —1 5| y defina V = {7 e R%: 57 =0}.
1 2 5 1 12

(a) Encuentre dimV y una base de V.
(b) Encuentre una base del espacio columna de S y su dimensién.

113 1 9 113 1 9 11 3 1 9 1 01 16
S=11 13 -1 5|—|0O0O0 -2 -4)]—(01 2 0 3] —101 2 0 3
1 2 5 1 12 012 0 3 0 0 0 1 2 00 0 1 2
1 01 0 4
— |10 1 2 0 3
0 001 2

4pts.| (a) dimV =2y una base de V es (—4,—3,0,-2,1)t (-1,-2,1,0,0)".

4 pts. (b) La dimensién del espacio columna de S es 3, es igual a R3 y una base es €1, €2, €3 (standard unit
vectors).

V3 o1
Problema 2. Sea T = % (_1 J3)
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(a) Calcule TT* y detT.

(b) Lamatriz T representa una transformacién de R? en R? en la base canénica. Describa-
la geométricamente.

(c) Sea A el triangulo con vertices P(0,0), Q(—1,0) y R(0,1). Haga un bosquejo de Ay
de su imagen bajo T. Encuentre los dngulos formados por los lados de la imagen de A.

341 0\ _ (10
0 3+1) 0 1)

2 pts.| (b) Los resultados del literal anterior nos dicen que T es una rotacién. De hecho es rotacién por —30°.
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2pts.| (a) TT¢=1 (f jﬁ) (\{3 \7%) _

detT =13 +1)=1.



4 pts.
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2 pts.
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Claramente <(QPR) = 90° y los otros dos
angulos son 45°. Como rotaciones no cambian
angulos, estos son también los dngulos en la
imagen del A.

1 3 3
- 1 . 5 - 4 4 I
Problema 3. Sean ¥ = 1l v=1.ya=1 g |- vectores en R* y sea U = gen{Z,y} el
1 3 -3
subespacio vectorial generado por ¥ y ¥.

(a)
(b)
(c)

(a)

3

v o= g7PIOYEg:g7 —»‘szgi

Encuentre una base ortonormal de U.
Encuentre la proyecciéon ortogonal de @ sobre U.

Encuentre la distancia del punto con vector posicién @ al subespacio U.

Observe que ||Z] = v/4 = 2. Sea @ = ||| '&. Ahora

{7, )

3+5+7+3_, _ 18, 9
————I= z 5

|| % 4 4
= =17 — 1 t _ 1 t
Sea U = ||U’|| U/ = m(*?), 1, 5, 73) = ﬁ(737 ]., 5, 73) .

Entonces u, ¥ forman una base ortogonal de U.

(b)

()

La proyeccién ortogonal de @ sobre U es

1
(=9 44440 + 9)(—3,1,5, —3)"

4 — NP+ —
(B+4+38 3):E+44

=37+ (—3,1,5,-3)" = (0,4,8,0)".

NG

ay = (u,a)u + (v, a)v =

La distancia de @ de U es

a1 || = lla = all = 1/(3,0,0,=3)"|| = 3]/(1,0,0, =1)"|| = 3v2.




2 0 3
Problema 4. Sea A, = |k -1 2
1 1 k

(a) Encuentre todos los valores de k tal que C es invertible.

(b) Sea k = 0. calcule A;".

2 0 3
detC= [k -1 2| =-2k+3k—[-3+4=k—1.
11k

4pts.| (a) C esinvertible siy solo si det C' # 0. Esto es el caso si y solo si k # 1.

4pts.| (b) Utlizando la regla de Cramer, obtenemos para k # 1:

—k—-2 3 3

1
B! = —k*+2 2k—-3 3k—4
N k+1 -2 -2
y para el caso especial de k = 0:
2 -3 -3
Bi'=[-2 3 4
-1 2 2
2 1 0
Problema 5. Sea By = |0 &k 1| para k € R.
0 0 -k
2pts.| (a) Encuentre todos los valores propios de la matriz By.
4 pts. (b) Tome k = 3. Encuentre una matriz diagonal D y una matriz invertible C tales que

B3z = CDC~!. (No es necesario calcular C~1.)

4pts.| (c) Encuentre un k € R tal que By no sea diagonalizable. Justifique su respuesta.

2 pts.| (a) El polinomio caracteristico de By es pr(A) = (2 — A)(k — A\)(—k — A\). Entonces todos los valores
propios de la matriz By son 2,k — k.

(b) Sea k = 3. Los autovalores de B3 son A\; = 2, Ay = 3 y A3 = —3. Calculemos:

0 1 0
s A-2=10 1 1| cuyo kernel esté generado por @ = (1,0, 0)%.
0 0 =5
-1 1 0 -1 1 0 1 -1 0
s A-3= 0 0 1] — 0 0 11 — |0 0 1] cuyo kernel esta generado por
0 0 —6 0 0 —6 0 00



5 1
» A—(=3)=[0 6 1] cuyo kernel estd generado por 73 = (1, —5,30)".
0 0
2 0 0 1 1 1
SeaD= [0 3 0] yseaC = (th|ta|tz)=|0 1 —5]|.Entonces A=C"1DC.
0 0 -3 0 0 30

(¢) Todo los k tal que By, no sea diagonalizable, son k € {0, 2, —2}.

Demostracion.
2 1 0
Si k=0, entonces By =0 0 1| ydimker(By—0)=1< 2 = multiplicidad algebraica. Por ende
0 00
By no es diagonalizable.
01 o0
Si k=2, entonces B, —2= |0 0 1| y dimker(Bs —2) =1 < 2 = multiplicidad algebraica. Por
0 0 —4
ende Bs no es diagonalizable.
4 1 0
Si k = —2, entonces B_o — (=2) = [0 0 1| y dimker(B_y — (—2)) = 1 < 2 = multiplicidad
0 0 4
algebraica. Por ende B_s no es diagonalizable.

Problema 6. Resuelva las siguientes problemas y justifique sus respuestas.
1

(a) Seav=|2]| €R®ydefinaT:R3—R? T7%=27x¢. ;Es 0 un valor propio de 177
3

SiporqueT'E:6:OUy177é6.

4 1
(b) Sea L la recta 5|+¢t[2]:t€R ;. (El punto P(4,3,2) pertenece a L?
6 3

Para que P € L, necesitariamos ¢t € R tal que
44t=4, 5+2t=3, 6+3t=2

lo cual es claramente inconsistente: la primera igualdad daria t = 0 y la segunda darfa ¢t = —1.

(c) Sea A una matriz n xn. Se sabe que su polinomio caracteristico es p(X) = — X" +3X —5.
. Cual es el valor de n? ;Es A invertible?

n =degp="7. Ademds det A = p(0) = —5 # 0, por lo tanto A es invertible.
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1 21 -2 -3
Problema 1. Considere la matriz R= |1 2 1 -3 —6| y defina V = {Z € R>: RZ = 0}.
2 4 2 1 9

(a) Encuentre dimV y una base de V.

(b) Encuentre una base del espacio columna de R y su dimensién.

1 21 -2 -3 1 21 -2 -3 1 21 -2 -3 1 2 1 0 3
R=(f121 -3 -6]—(0 00 -1 -3]—1(0 0 O 1 3] — 10 0 0 1 3
2 4 2 1 9 0 0 0 3 15 0 0 0 0 0 00 0 0O

(a) dimV =3y una base de V es (0,0,0,—3,1)%, (-2,1,0,0,0)%, (-1,0,1,0,0)".

(b) La dimensién del espacio columna de S es 2 y una base son la columnas 1 y 4 de la matriz R.

Problema 2. Sea T = % < 1 \/§> .

_\/g 1
(a) Calcule T'T y detT.

(b) La matriz T representa una transformacién de R? en R? en la base canénica. Describa-
la geométricamente.

(c) Sea A el triangulo con vertices A(0,0), B(1,0) y C(0,—1). Haga un bosquejo de A y
de su imagen bajo T. Encuentre los dngulos formados por los lados de la imagen de A.

(o V(s ) =200 55)=6 1)

detT =13 +1)=1.

(a) T'T =

N

(b) Los resultados del literal anterior nos dicen que T' es una rotacién. De hecho es rotacién por 60°.



4 pts.| (c¢) Claramente <(BAC) = 90° y los otros dos
angulos son 45°. Como rotaciones no cambian
angulos, estos son también los angulos en la
imagen del A.

5 9 9
- 3 - 7 — 7 4 JER—
Problema 3. Sean a = NE b= 3| YE=1_4| vectores en R* y sea W = gen{Z, i} el
1 3 7

subespacio vectorial generado por a y b.
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(a) Encuentre una base ortonormal de W.

(b) Encuentre la proyeccién ortogonal de & sobre W.

[\
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2

(c) Encuentre la distancia del punto con vector posicién # al subespacio W.

[\V]
i)

=

n

4pts.| (a) Observe que ||@]| =+v25+9+1+1=1+/36=6. Sea @ = ||d@||~'@. Ahora

(@,b)

@l

Sea v = ||¥"|| 71V = ﬁ(—L 1,1,1)f = 2(-1,1,1,1)%.

Entonces 4, v forman una base ortogonal de U.

%

- - 45+21+34+3
v i==b—proyzb=">b— telto+ o,

Gopo 2433, o

E 2 a=0b-2q=(-1,1,1,1).

CO‘\I
(=23 I N}

2 pts.| (b) La proyeccién ortogonal de Z sobre U es

1 1
T = (U, D) + (0, 2)0 = %(45 +21—1+7)a+ Z(—9 +7—14+7)(-1,1,1,1)*
=2a+(-1,1,1,1)" = (9,7,3,3)

2 pts.| (c) La distancia de @ de U es

I1ZL] = [1Z = Zyll = 11(0,0, —4,4)"|| = 4]/(0,0, -1, 1)"|| = 4v2.




Problema 4. Sea B, =

—_ O =

k
2
1

T W N

(a) Encuentre todos los valores de k € R tal que By, es invertible.

(b) Sea k = 0. calcule B;"'.

-1 k 2
detBp= 0 2 3| =—2k+3k—-[4-3]=k—1.
11 k

4 pts.| (a) By es invertible si y solo si det C' # 0. Esto es el caso si y solo si k # 1.

4pts.| (b) Utlizando la regla de Cramer, obtenemos para k # 1:

2k —3 —k*+2 3k—4

1
B -2 kE+1 -2
y para el caso especial de k = 0:
3 -2 4
Byt=|-3 2 -3
2 -1 2
-k 1 0
Problema 5. Sea Ay = 0 k 1) para ke R.
0 0 5
2pts.| (a) Encuentre todos los valores propios de la matriz Aj.
4 pts. (b) Tome k = 4. Encuentre una matriz diagonal D y una matriz invertible C tales que

Ay = CDC™!. (No es necesario calcular C1.)

4pts.| (c) Encuentre un k € R tal que A; no sea diagonalizable. Justifique su respuesta.

2 pts.| (a) El polinomio caracteristico de Ag es pp(A) = (—k — A)(k — A)(5 — \). Entonces todos los valores
propios de la matriz Ay son 5,k — k.

(b) Sea k = 4. Los autovalores de A4 son A\ = —4, 2 =4y A\3 = 5.

(c) Calculemos:

0 1 0
» A—(-4)=1[0 8 1] cuyo kernel estd generado por o, = (1,0,0)".
0 0 9
-8 1 0 8§ -1 0
s A—4= 0 0 1]— 10 0 0] cuyo kernel estd generado por v, = (1,8,0).
0 0 1 0 0 1



-9 1 0
s A-5= 0 —1 1| cuyo kernel estd generado por v3 = (1,9,9)".
0 00
-4 0 0 1 1 9
Sea D = 0 4 0 yseaC = (|t|tz)= [0 8 1].Entonces A=C"1DC.
0 0 5 0 01
(d) Todo los k tal que B no sea diagonalizable, son k € {0,5, —5}.
Demostracion.
010
Si k=0, entonces By = [0 0 1| ydimker(By—0)=1< 2 = multiplicidad algebraica. Por ende
0 0 5
By no es diagonalizable.
—-10 1 0
Si k=5, entonces Bs —5 = 0 0 1] ydimker(Bs—>5)=1< 2= multiplicidad algebraica. Por
0 0O
ende By no es diagonalizable.
10 1 0
Si k = —b, entonces B_s — (=5) = | 0 0 1] ydimker(B_5— (—5)) =1 < 2 = multiplicidad
0 0 10

algebraica. Por ende B_5 no es diagonalizable.

Problema 6. Resuelva las siguientes problemas y justifique sus respuestas.

)
(a) Seaw= 4] €R®ydefinaT:R>—R? T% =1 x . ;(Es 0 un valor propio de T'?
3

Si porque T =0 = 07 y 7 # 0.

4 1
(b) Sea L la recta 5|+¢t(2]:teR 3. (El punto P(2,1,0) pertenece a L?
6 3

P € L, siy solo si existe t € R tal que
4+t=2, 54+2t=1, 6+3t=0

lo cual es cierto para t = —2.

(c) Sea A una matriz nxn. Se sabe que su polinomio caracteristico es p(X) = X°+2X2-7X.
. Cudl es el valor de n? ;Es A invertible?

n = degp = 6. Ademds det A = p(0) = 0, por lo tanto A no es invertible.




