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Este es un examen individual. Tiempo: 12:00-14:00 (120 min).

3Exito!
1 1 10
Problema 1. Considere los vectores v; = [ 1], b= | —-1| yd= 6| en R3.
3 0 -9

Sea V = gen{t}, vh}.

(a) Demuestre que {71, U2} es una base ortogonal de V' y complétela con un vector U3 a
una base ortogonal de R3.

(b) Encuentre una base de V' y diga qué representan V y V' geométricamente.

(c) Encuentre un vector gperpendicular a V y un vector ¢ paralelo a V tal que d = b+ .

(d) Escriba @ con respecto a la base encontrada en el literal (b).

(a) Primero note que ¥ |f ¥, por lo tantos son vectores linealmente independientes y se sigue que son
una base de V. Para mostrar que los vectores son ortogonales, calculamos

(B1,5) =1—14+0=0.
En conclusién, {#], U2} es una base ortogonal de V.

Para completarla a una base ortogonal, caculamos

1 1 0—(-3) 3
Gy=tixth= (1] x[-1|=( 3-0 | =( 3
3 0 “1-1 92

En conclusién, {#, U, U3} es una base ortogonal de R?.

(b) V es un plano en R?® que pasa por el origin. V* es un recta perpendicular a V que pasa por el
origin. Una base de V+ es {3}.

()

F—proyg = 0@ B0418418 66
PR ETRRE BT Tovora Um0 T )
(10 9 1
c=i-b=| 6| 9|=[-3
—9) \-6 -3

(d) Sean a, 8,7 € R con @ = oty + S0y + 3. Por el literal anterior ya sabemos que v = 3. Para o y
B, observe que

—

(@ o) =aolts]? = a= -1

(72— 1+1+9 11 :

(@, o) =Bleall® = B=

Por lo tanto, en la base {7, 05, U3} el vector @ es (—1,2,3)".
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Problema 2. Sea P, el espacio de los polinomios con coeficientes reales de grado menor o
igual que 2. Sea B = {p1,p2,p3} base de P, con pi(z) = 1, pa(x) = z, p3(x) = 2> (no tiene que
probar que es una base). Considere la transformacién lineal

T:P,— Py, T(p(x)) = P(x + 3) — P(x).

(a) Mouestre que T es una transformacion lineal.
(b) Encuentre la representaciéon matricial de T' con respecto a la base B.

(c) Encuentre la dimensién del kernel ker(T)) y encuentre polinomios que formen una
base de ker(T).

(d) Encuentre la dimensién de Im(7") y encuentre polinomios que formen una base de
Im(T).

(a) Sean p,q € P> y sea ¢ € R. Entonces

T(p+cq)(z) = (p+cq)3+z) — (p+cq)(x) = p(3+ x) + cq(3 + x) — p(z) — cq(x)
=p(B3+x) = p(x) + g3 + ) —q(z)] = Tp(x) + c(Tq)(x).
(b) Calculemos
Tpi(z) =1-1=0,
Tpy(z) = (x4 3) —x =3 = 3p1(2),
Tps(z) = (z +3)% — 22 = 62 — 9 = —9p1 () + 6pa(z).
Entonces la representacién matricial de T es
0 3 -9
Ar=10 0 6
0 0 O

(c) Del literal (b) se ve que dimker(Ar) =1y que ker A7 = linspan{(1,0,0)*}.
Por consiguiente, dimker(T') = 1 y que ker T' = linspan{p; }.

(d) Del literal (b) se ve que dimIm(Ar) =2 y que Im A7 = linspan{(1,0,0)?, (0,1,0)"}.
Por consiguiente, dimIm(7") = 2 y que Im T = linspan{p;, p2}.
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Problema 3. Considere la matriz A = 2

1
2 2 | yelvector ¥= |2
2 -1 1

(a) Demuestre que ¥ es un vector propio de la matriz A y diga cudl es el valor propio

correspondiente.

(b) Demuestre que —2 es un valor propio de la matriz A.

(c) Calcule bases de los espacios propios

de la matriz A y sus dimensiones.

(d) Calcule bases ortonormales de los espacios propios de la matriz A.

(e) Encuentre una matriz ortogonal Q y una matriz diagonal D tal que Q~'AQ = D.

(a) & es vector propio de A con valor propio 4 porque

I
—_
o
—_
—

AZ=12 2 2

—_
[N)
|
—
— N

El valor propio es 7.

(b) —2 es valor propio de la matriz A:

12 1 12 1
A—(-2)=[2 4 2] — {0 0 0
12 1 00 0

(c) Del literal anterior se ve que dim(Eig_,(A))
b=(2,—1,0)".
Por lo tanto, dim(Eig,(A)) = 1 y una base es Z.

—-1+4+1 4
=| 24442 | = |8 | =4%.
1+4-1 4

, que claramente tiene kernel no trivial.

= 2y que una base es {@,b} con @ = (1,0,—1)¢ y

(d) = ONBdeEig,(A): 7= |7 =Lz

» ONB de Eig_,(A): Sea b = b — proy,; b=b— f‘%l‘gﬁz b—2a=b-d=(1,-1,1)
Entonces una ONB es {d, 3} con @ = ||a@| '@ = %(1,0, —Diy f= |0 = %(1, —1,1)
_, 1 ; R 1 1 ﬁ—» 1 }
Yy=—— ) = —= ’ = = -
VB \1 2 \-1 3\ 1




Problema 4. Responda a las siguientes preguntas. Justifique claramente sus respuestas.

(a) En R? considere la recta L: 2z =2t+2,y=—t+3, 2=3t—5 con t € R. Encuentre dos
planos 7 y w2 que no intersequen a L. Justifique su respuesta.

Es fécil ver que el vector director de L es @ = (2, —1,3)%. Observe que el punto P(2,3,—5) pertenece
a L (tomando t = 0).

Para w1, 7o podemos escoger cualquier plano cuyo vector normal esté perpendicular a v y que no
contenga a L. Por ejemplo, el vector 7 = (1,2,0) es perpendicular a ¢. Entonces podemos escoger
m:x+2y=0y me:x+ 2y =1. Esto ya garantiza que L || 71 y L || 2. Claramente, estos planos no
contienen al punto P porque 2+2-3+0=8# 0y # 1, entonces m N L =0 =my N L.

(b) Sea L la recta del literal (a). Encuentre otra recta G que no sea parelela a L y que
no interseque a L. Justifique su respuesta. Podemos escoger, por ejemplo, cualquier recta en m;

del literal anterior, por ejemplo G : x =0,y =0,z =t con t € R.

(c) Sea A € M3zyx3 con det A = 5. Encuentre una matriz B € M3, 3 tal que det(4471B?) =4

4 = det(4A*B%2A) = 43 det(A~1)(det(B))? = % (det B)?, entonces | det B| = %.
Por lo tanto, podemos escoger B = dlaug(i 0,0).

(d) De una transformacién lineal T : M4 — R!! se sabe que dim(ker(7)) = 5. Halle
dim(Im(T)).

dim(ImT) = dim(Max4) — dim(ker T) =8 — 5 = 3.

() Sea M una matriz n x n. Suponga que existe un vector b en R™ tal que la ecuacién
MZ = b no tiene solucién. ;Cuantas soluciones tiene la ecuacién M7 = 0?7 (Por qué?

Si MZ = b no tiene solucién, quiere decir que M no es sobreyectiva. Por lo tanto no puede ser inyectiva
b
y MZ = 0 tiene infinitas soluciones.
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iExito!
2 —1 13
Problema 1. Considere los vectores w; = | 1|, wy = 0| ya=|-5] en R3.
1 2 9

Sea W = gen{w, Wa}.
3pts.| (a) Demuestre que {wW;, Wh} es una base ortogonal de W y complétela con un vector s
a una base ortogonal de R3.
3pts.| (b) Encuentre una base de W+ y diga qué representan W y W~ geométricamente.
3 pts. (c) Encuentre un vector § perpendicular a W y un vector Z paralelo a W tal que 7 = §+ 2.
(d) Escriba Z con respecto a la base encontrada en el literal (b).

3 pts.

(a) Primero note que w; |f wa, por lo tantos son vectores linealmente independientes y se sigue que
son una base de V. Para mostrar que los vectores son ortogonales, calculamos

(@1,1712) =-240+2=0.
En conclusién, {w;, ws} es una base ortogonal de V.

Para completarla a una base ortogonal, caculamos

2 -1 2-0 2
1173::1171><1F)2: 1 X 0] = —-1—-4 = -5
1 2 0—(-1) 1

En conclusién, {1, s, w3} es una base ortogonal de R3.

(b) W es un plano en R3 que pasa por el origin. W+ es un recta perpendicular a W que pasa por el
origin. Una base de W+ es {ws}.

()

e proye i (B@) 2642549 L 60
y_p Yu)3 - ||w3||2 3 — 4+25+1 3_30 3 — 3 — )

2
13 4 9
f=d-g=|-5|-[-10|=15
9 2 7

(d) Sean «, 8,7 € R con @ = aw + Sy + yws. Por el literal anterior ya sabemos que v = 2. Para a y
B, observe que

(@) = alli | (@, ) 26—-5+9 30
a,wp) = a||w = a=-—-——= = = —
! ! [@]2 ~ 44+1+1 6

L (@) —13+18 =5
<aaw2>_ﬂ||w2” = 5_ Hu—}*2H2 - 1+4 - 5

:5)

=—-1

Por lo tanto, en la base {1, W, w3} el vector a@ es (5,—1,2)".
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Problema 2. Sea P, el espacio de los polinomios con coeficientes reales de grado menor o
igual que 2. Sea B = {p1,p2,p3} base de P, con pi(z) = 1, pa(x) = z, p3(x) = 2> (no tiene que
probar que es una base). Considere la transformacién lineal

T:P,— Py, T(p(x)) = P(z) — P(z —5).

(a) Muestre que T es una transformacion lineal.
(b) Encuentre la representaciéon matricial de T' con respecto a la base B.

(c) Encuentre la dimensién del kernel ker(T)) y encuentre polinomios que formen una
base de ker(T).

(d) Encuentre la dimensién de Im(7") y encuentre polinomios que formen una base de
Im(T).

(a) Sean p,q € P> y sea ¢ € R. Entonces

T(p+cq)(x) = (p+cq)(z) — (p+cq)(z —5) = p(x) + cq(z) — p(z — 5) — cq(x — 5)
=p(x) —p(3+2) +clg(z) — ¢(8 + )] = Tp(z) + c(Tq)(x).

(b) Calculemos

Tpi(z) =1-1=0,
Tpz(z) =z — (z —5) =5 = 5p1 (),
Tps(z) = 2% — (x — 5)% = 10z — 25 = —25p; (z) + 10p ().

Entonces la representacién matricial de T es

(c) Del literal (b) se ve que dimker(Ar) =1y que ker Ay = linspan{(1,0,0)*}.
Por consiguiente, dimker(T") = 1 y que ker T' = linspan{p; }.

(d) Del literal (b) se ve que dimIm(Ar) =2 y que Im Ar = linspan{(1,0,0)%, (0,1,0)}.
Por consiguiente, dimIm(7") = 2 y que ImT" = linspan{ps, p2}.
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Problema 3. Considere la matriz A = | —1
2

-1 2 1
2 —2| yelvector ¥v= [ —1
-2 5 2

(a) Demuestre que ¥ es un vector propio de la matriz A y diga cudl es el valor propio

correspondiente.

(b) Demuestre que 1 es un valor propio

de la matriz A.

(c) Calcule bases de los espacios propios de la matriz A y sus dimensiones.

(d) Calcule bases ortonormales de los es

(e) Encuentre una matriz ortogonal @ y

(a) & es vector propio de A con valor propio 7 p
2 -1 2 1
A= | -1 2 =2 —1
2 =2 5 2

El valor propio es 7.

(b) 1 es valor propio de la matriz A:

1 -1 2 1 -1
A-(-)=[-1 1 =2 —= 0 o0
2 -2 4 0 0

(c) Del literal anterior se ve que dim(Eig;(A))
b=(0,2,1)".
Por lo tanto, dim(Eig;(A)) = 1 y una base es ¥.

(d) = ONBdeEig,(4): = |d| 7=

pacios propios de la matriz A.

una matriz diagonal D tal que Q~'AQ = D.

orque
2+1+4 7
=|-1-2—-4|=[-T7T| =77
2+2410 14
2
0], que claramente tiene kernel no trivial.
0

= 2 y que una base es {a@,b} con @ = (1,1,0)' y

.

= ONB de Eig_,(A): Sea b = b — proy; b=b— f@f’ga: b—2a=b—d=(-1,1,1)
Entonces una ONB es {&, 3} con @ = ||a@| '@ = %(17 1,0)t y B = ||p/|| 10 = %(—17 1, 1)t
o 1 o 1 G *1
Yy=——= — R o= — , —_—
A 2 \o 3\ 1




Problema 4. Responda a las siguientes preguntas. Justifique claramente sus respuestas.

(a) En R® considere larecta L:x=t+3,y=2t—5,2=3t+1 con t € R. Encuentre dos
planos 7 y w2 que no intersequen a L. Justifique su respuesta.

Es facil ver que el vector director de L es ¥ = (1,2,3)*. Observe que el punto P(3,—5,1) pertenece a
L (tomando t = 0).

Para my, 7o podemos escoger cualquier plano cuyo vector normal esté perpendicular a v y que no
contenga a L. Por ejemplo, el vector 7 = (—2,1,0) es perpendicular a ¢. Entonces podemos escoger
m o —2x+y=0y m:—2x+y=1. Esto ya garantiza que L || m; y L || mo. Claramente, estos planos
no contienen al punto P porque —6 — 5= —11# 0y # 1, entonces 1y N L =0 = N L.

(b) Sea L la recta del literal (a). Encuentre otra recta H que no sea parelela a L y que
no interseque a L. Justifique su respuesta.

Podemos escoger, por ejemplo, cualquier recta en 7y del literal anterior, por ejemplo G : x = 0,y =
0,z=tconteR.

c ea R € Msyxs con det R = 4. Encuentre una matriz S € M3.3 tal que det = 14.
Sea R € M. det R=4. E iz S € M. 1 det(2SR!S 14

14 = det(2SRS?) = 23 det(S) det(R) det(S?) = 8(det(S))? det(R) = 8 - 4 - (det S)?, entonces
|det S| = ,/% = ,/1—76 = g. Por lo tanto, podemos escoger B = diag (%,0,0).

(d) De una transformacién lineal T : R” — M,.3 se sabe que dim(Im(7)) = 2. Halle
dim(ker (7).

dim(ker T') = dim(R”) — dim(ImT) =7 — 2 = 5.

(e) Sea A una matriz n X n. Suponga que existe un vector b en R"” tal que la ecuacién
AZ = b no tiene solucién. ;Cudntas soluciones tiene la ecuacién AZ = 07 ;Por qué?

Si AZ = b no tiene solucion, quiere decir que A no es sobreyectiva. Por lo tanto no puede ser inyectiva
y AZ = 0 tiene infinitas soluciones.



